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Ces notes constituent la partie théorique du cours et on été rédigées a
partir des notes précédentes de Jorg Wildeshaus. Il est essentiel de travailler
le matériel chez soi. On fera usage de quelques notions de base et résultats
traités pendant le cours “Groupes et symétries” (L2, deuxiéme semestre) :
on en rappelera cependant au moins 'existence, avec des références précises
au polycopié [G]. Exemple : [G, Déf. 2.13] fait référence a la Définition 2.13
de loc.cit. (il s’agit donc de la définition des morphismes de groupes).
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On commence par quelques rappels sur des notions vues en L2.

Groupes : définitions et exemples

Définition 1.1. Soit G un ensemble, et
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une loi de composition interne. On dit que la paire (G, ) est un groupe si les
axiomes suivants sont satisfaits :

(1) associativité : on a
a-(b-c)=(a-b)-¢c, Va,b,ce G



(2) élément neutre : il existe un élément e € G tel que

(2a) pour tout a € G on a

eg-a=a-eq=a;

(2b) inverses : Ya € G, b € G,

b-a=a-b=¢eg

Remarque 1.2. 1. L’inverse d’un élément a (axiome (2b)) est unique,

on le notera donc généralement a=".
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2. Lorsque la loi est claire dans le contexte, on écrira simplement G pour
le groupe (G, -) et le produit a - b sera noté ab.

3. Si G est fini en tant qu’ensemble, on dira que (G, ) est un groupe fini.

Détails. 1. Si on a ba = ab = e et ca = ac = e, alors on a simplement
b = be = b(ac) = (ba)c = ec = c.

Définition 1.3. Un groupe (G, -) est dit abélien (ou commutatif) si pour
tous a-b="b-a, pour tout a et tout b dans G.

Une des spécificités de la théorie des groupe est qu’elle propose beaucoup
d’exemples simples, et tres exotiques. Il est déterminant pour 1’assimiler ou
résoudre des exercices de garder en téte et maitriser des exemples concrets.
Tout au long de ce cours, chaque nouvelle notion sera illustrée d’exemples
qui nous suivront poru éclairer la théorie : ne les négligez pas.

Exemples 1.4. 1. Les ensembles munis des lois (Z, +), (Q*, x),
(RIX],4), (Z/nZ,+), (&,,0), ({rotations vectorielles du plan}, o),
(GL,(Q), x) sont des groupes.

2. Si (G,-) et (G',*) sont deux groupes, leur produit cartésien G x G’ est
muni naturellement d’une structure de groupe qu’on appelle le produit

direct de G et G'.

3. Pour chaque axiome de la Définition , on exhibe un couple (G,-) qui
fait défaut.

Détails. 1. (a) Rappel : sur Z pour n € N on pose la relation

(b)

d’équivalence x ~ y si n divise x —y. On note T la classe
d’équivalence de x.

Cette relation est compatible avec 'additions dans 7. : T + o' =
x + ' est bien défini.

(groupe symétrique) Si X est un ensemble, on note Perm(X)
l’ensemble des bijection (permutations) de X dans X.
(Perm(X),0) est un groupe, ot o est la composition des applica-
tions. Lorsque X = {1,...,n} est un ensemble a n éléments, on
note ce groupe (fini) &,.



2. loi produit, neutre et tnverse.

3. (a) (GL,(R),+) ce nest pas une loi de composition interne.

(b) On pose x : C x C — C, (2,2') > z2'. Ce n'est pas associatif et
pas de neutre.

(c) (Q, X) pas d’inverse.

Theémes 1.5. 1. (Rappels sur le groupe symétrique &,,). On a pour
habitude de représenter un élément o € G,, par le tableau

o 1 2 3 .. n-—1 n
S\ o) a2 oB3) ... o(n=1) on) )’
ou encore par la suite d’associations

1 —o(1)
2—0(2)

n—1—0o(n-—1)
n— o(n)
Le groupe G,, est de cardinal n!.

(k-cycles) Soit 2 < k < n un entier et (iy,...,ix) € {1,...,n}* distincts.
On note (i1, ...,7) la permutation de &,, déterminée par

1yl , lg >3 , v, dg_1 >l o, I —> 1

et qui laisse fixe les éléments hors de {iy, ..., i }.
Un 2-cycle est appelé une transposition.
2. (Table d'un groupe) Une fagon parfois commode de représenter un

groupe G est d’écrire sa table, c’est a dire d’écrire dans un tableau
tous les produits possibles des éléments de G (on place a l'intersection

de la ”ligne ¢” et la "colonne ¢’” le produit g¢’. Etablissons-la pour
S3. D’une part, ses éléments sont donnés par

&5 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}
et sa table est donnée par
id | (12) | (13) | (23) | (123)] (132)




La table d’'un groupe permet d’en observer quelques propriétés (par
exemple, elle est symétrique si et seulement si G est abélien, chaque
élément apparait une et une seule fois sur chaque lignes/colonnes...).

3. (Isométries qui préservent un triangle régulier) On considere le triangle
formé (par exemple) par les racines troisiemes de 'unité dans C.

B

Les isométries qui pré-
servent le triangle ABC,
munies de la compo-
ffffffffffffffffffffffffffffffffff 'S sition des applications,
forment un groupe qu’on
appelle diédral.

On le note Ds.

C
Deux des éléments de ce groupe diédral sont essentiels :

e la rotation r d’angle %’r qui envoit A sur B, B sur C et C sur A;

e la symétrie s d’axe ici horizontal. Elle échange B et C', tout en
laissant A invariant.

Avec un peu de géométrie, on montre que D3 est un groupe de cardinal
6. On verra bientot dans ce cours et en TD qu’essentiellement, c’est
le méme groupe que G&3. La construction et les themes successifs que
nous verrons autour de D3 se généralisent pour le polynome régulier a
n-cotés, donnant lieu au groupe diédral D,,.

Theéme 1.6. (Autour de 'associativité). L’associativité est un axiome
tout sauf anodin : sans lui on ne peut pas méme parler de la puissance n-ieme
d’un élément. On a cependant tres rarement a la démontrer.

(Exemple vu en TD) Soit X = {x € R, 2 > 0et x # 1}. La formule
xxy = 2! définit une loi de composition interne sur X qui est associative.

On l'a vu précédemment, il est tres facile de construire des opérations
non-associatives (par exemple (z,2’) — 22’ sur C).

Soit (G, -) un groupe et a € G et k € Z. Si k =0 on pose a’ = eg et si k
est strictement positif on note a* := a - ... - a (produit de k termes). Enfin on
pose a ¥ := (a1)*. Dans ce cadre on retrouve toutes les identités habituelles

des puissances, par exemple de nombres réels non-nuls.



Détails. Soit (G,-) un groupe, a € G.
(a) a*-a? = a1V i,j €.
(b) (a')! = a = (a’)' Vi,j € Z.
Remarque 1.7. Par convention, on note souvent pour les groupes abé-

liens la loi +, et on écrit alors ka plutot que a*. Aussi, on parle de "opposé
1

d’un élément a plutot que de son inverse, et on écrit —a plutot que a=".
1.1 Premieres propriétés

On peut légerement affiner les axiomes de la Définition 1.1 en affaiblissant
les axiomes (2a) et (2b) comme suit.

Lemme 1.8. Les azxiomes (2a) et (2b) de la définition 1.1 peuvent étre
remplacés par les deux suivants :

(2°) élément neutre a gauche : il eziste un élément eq € G tel que

(2°a) pour tout a € G on a

eq - a = a;

(2°b) inverses a gauche : Va € G, b € G,
b-a=eg
Proof. Soit a € G. Par hypothese il existe b € G tel que b-a = eg, et il

existe un inverse a gauche de b, qu’on note c.
Onac-eg=c-(b-a)=(c-b)-a=eqg-a=aetdonc

a-eqg=(c-eg)-ec=c-(eg-eg)=c-eq=a

et ainsi (2a) découle de (2’a) et (2'b).
Comme eg est neutre a gauche, on a maintenant obtenu que ¢ = a, d’ou

a-b=c-b=eg
et (2b) en découle aussi. C.Q.F.D.
Remarque 1.9. e On a vu précédemment 'unicité de 'inverse dans

le cadre des groupes. On voit de plus que si a, b sont deux éléments de
G, alors (a™' ) =a, et (a-b)' =b"1- a7t

e L[’élément neutre eq est nécessairement unique.

Détails. On le montre rapidement.



Proposition 1.10. Soit (G,-) un groupe, et a € G.
L’application de "translation a gauche par a”, définie par

To: G — G
r — a-x

est une biyjection. Il en va de méme avec la translation a droite.

Démonstration. L’application est injective : si ax = ax’, alors en
multipliant & gauche par a™!, on obtient z = /. Elle est aussi clairement
surjective : si z € G, alors T(a™' - x) = .

Le méme raisonnement en multipliant & droite par a=! le montre pour la
translation a droite.
Preuve alternative : donner la bijection réciproque. C.Q.F.D.

Corollaire 1.11. Soit (G, ) un groupe et a, b deux éléments de G. Alors
il existe un et un seul élément x € G tel que

a-z=>b

2 Ordre d’un élément

Désormais pour alléger les notations, on va se permettre de supprimer le
symbole - quand il n’y a pas d’ambiguité quant a la loi de composition :

ab aulieude a-b

Définition 2.1. Soient G un groupe, et g € G. On considere I’ensemble
N,={neN|n>1, ¢"=e} CN*

Si N, # 0, on pose o(g) := min(N,), et on dit que g est d’ordre fini. Sinon,
on pose 0o(g) := oo, et on dit que g est d’ordre infini. L’entier positif o(g) est
appelé lordre de g et bien entendu, le seul élément d’ordre 1 est 1’élément
neutre eg.

Proposition 2.2. Soient G un groupe g un élément d’ordre fini de G. Si
m € Z est tel que g = e, alors, o(g) divise m.

Démonstration.  Posons n := o(g).
(a) Division Euclidienne de n par m : m =nr+s, r,s € Z, 0 < s < n.
Alors,

eq = gm — gnrJrs — (gn>rgs
Donc, eq = eg;g° = g°. Or, s < n, donc s ¢ N,. Puisque s > 0, on en conclut
que s = 0, c’est-a-dire, que n divise m.

C.Q.F.D.



Exemples 2.3. 1. Ordre des éléments dans (Z,+), dans (R*, x).
2. Ordre des éléments dans (Z/nZ,+);
3. Ordre d’un k-cycle dans &,,.

Détails. 1. Dans Z les éléments sont d’ordre 1 ou oo, dans (R*, x)
on voit que les seuls éléments tels que x™ = 1 dans R c’est —1 et 1,
ordre 2 seulement.

3. si on prend un k-cycle et x; dans son support on a x; :'ai_l(xl) donc
pour tout i on a o*(z;) = o* (0" (zy)) = o' toF (1) = o' (zy) = 25 et
c’est le plus petit vérifiant cette propriété en évaluant en x1 par exemple.

Théeme 2.4 (Groupes finis et ordre d’un produit).

1. Déterminer 'ordre d'un élément permet de déterminer toutes les puis-
sances qui ’annulent. On peut montrer simplement que dans un groupe
fini G de cardinal n, l'ordre des éléments de G est majoré par n. La
théoreme de Lagrange que nous verrons tres vite fournit des restrictions
supplémentaires sur l'ordre des éléments dans un groupe fini.

2. Si g et ¢ sont deux éléments de G, d’ordres respectifs n et m, il est
difficile de prédire 'ordre du produit gg'.

Détails. 1. On considére les puissances g, ¢, ¢°, ... , ¢g""' d'un
élément g. Comme G a n éléments on a g& = ¢ pour 0 < k < I, et
donc g% = eq et g est d’ordre plus petit que n.

2. Si g et g sont inverses l'un de lautre, l'ordre est 1. Si G est commu-
tatif, on voit que l'ordre est majoré par le ppcm. On peut aussi dire des
choses sin et m sont premiers entre eux (TD). Mais si le groupe n’est
pas commutatif, gg' peut méme étre d’ordre infini.

Theéme 2.5 (Le groupe symétrique, II). Vous I'avez vu 'année derniere,
tout élément du groupe symétrique G,, se décompose de maniere unique en
un produit de cycles a support disjoints (donc qui commutent entre eux).
La preuve de ce résultat est de plus algorithmique, et permet de déterminer
aisément 'ordre de tout élement de G,,.

Détails. Ezemple :

(123456789
7\ 43972581¢6)

on a o = (1478)(23965) on a vu que (1478) est d’ordre 4 et (23965) d’ordre
5 donc o d’ordre 20 (attention pour ¢a on utilise & nouveau l'unicité de la
décomposition en cycles).



3 Sous-groupes

Définition 3.1. Soient G un groupe et H C G un sous-ensemble non-
vide. H est appelé sous-groupe de G si les axiomes suivants sont satisfaits :

(1) hihe € H, ¥V hy,he € H.
(2) e H VheH.
Exemples 3.2. 1. Sous-groupes de (Z,+).
2. Sous-groupe engendré par 1 élément.
Détails. 1. Description rapide, preuve TD.

2. sig € G alors H={g* k € Z} est un sous groupe de G. C’est le plus
petit sous-groupe qui contient g et son ordre/cardinal est égal a l’ordre
de g. On dit dans ce cas si H est fini que c’est un groupe cyclique.

Proposition 3.3. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G. Alors,
l’élément neutre e de G appartient a H.

Démonstration.  En tant que sous-groupe de G, I'’ensemble H est non-
vide. Choisissons h € H. Grace a 3.1 (2), son inverse h™! appartient & H.
Grace & 3.1 (1), le produit de h et de h~! appartient & H donc I’élément
neutre appartient a H. C.Q.F.D.

En particulier, 'axiome “H non-vide” de la Définition 3.1 peut étre rem-
placé par “H contient 1’élément neutre”.

Corollaire 3.4. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G. Alors
H, muni de la loi interne induite par celle de G, est lui-méme un groupe.
L’élément neutre de H coincide avec celui de G. Pour h € H, ["inverse de h
dans H coincide avec ['inverse de h dans G.

Démonstration. La loi est associative d’associativité dans H car elle
Iest déja dans GG. L’élément neutre de G appartient a H d’apres 3.3 ; 'unique

inverse dans G d’un élément de H appartient a H grace a 3.1 (2).
C.Q.F.D.

Dans ce cours, on va utiliser la notation
H < G ou méme parfois H < G

pour dire que “H est un sous-groupe de G”. Attention, cette notation n’est
pas utilisée dans tous les livres !

Proposition 3.5. Soit G un groupe.
(a) Soient H;, i € I des sous-groupes de G. Alors, leur intersection

ﬂH1CG

el



est un sous-groupe de G.
(b) Soient Hy, Hy des sous-groupes de G. Alors, leur union

HUH, CG
est un sous-groupe de G si et seulement st Hy C Hy ou Hy C Hj.
Démonstration. () Viel, eqg € Hy, donc e € N;H;, et M;H; # 0.
Soient hi,hy € N;H;. Par hypothese le produit hihsg, et l'inverse h{' ap-

partient a H;, pour tout ¢ € I. L’intersection N;cyH; est donc bien un
sous-groupe de G.

(b) Supposons d’abord Hy C H,. Alors, Hy U Hy = Hy, < G. Pareil
si Hy C H;. Supposons maintenant H; U Hy, < G, et H; ¢ H,. Donc :
dhy € H — Hy. Soit hy € Hs. Puisque hl,hg e Hiu HQ, et H1 U Hy est un
groupe, hihs € Hy U Hy. Cet élément ne peut appartenir a Hs ; sinon,

hy = hi(hohs') = (hihy)hy' € H,
DOHC, hth S Hl, et
hg == (hflhl)hg - h;l(h1h2> € H1
C.Q.F.D.

Corollaire 3.6. Soit M un sous-ensemble d’un groupe G. Il existe un
plus petit sous-groupe de G qui contient M. On [appelle le sous-groupe en-
gendré par M, noté < M >.

Définition 3.7. Soient GG un groupe, A, B C G deux sous-ensembles. On
pose

AB:={ablac A, be B} CG
En général, AB n’est pas un sous-groupe de GG, méme si A et B le sont .

Proposition 3.8. Soient G un groupe, H, K < G deuzr sous-groupes.
Alors, HK < G si et seulement si HK = KH.

Démonstration.  Supposons d’abord que HK < G. Alors,
HK ={hk|he H, ke K} ={(hk)"'|he H , k€ K}
On rappelle que (hk)™' = k~'h~1. Donc :
HK ={k7'h'|he H, ke K} ={kh|he H, k€ K}

ce qui est égal a K H car le passage a l'inverse est bijectif.
Maintenant, supposons que HK = KH. L’ensemble H K contient 1’élé-
ment

€c = €gea
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(puisque H et K sont des sous-groupes), donc il n’est pas vide. Soient
hlkl,thQ S HK, avec hl € H et k'l c K. klhg c KH = HK, donc
dh € H, k € K tel que kihy = hk. Alors,

(hik1)(hoka) = hi(k1he)ka = hi(hk)ky = (hih)(kk2)
ce qui fait partie de HK. Quant aux inverses,
(hik)) ' =ki'hj'€e KH=HK
Donc, HK < G. C.Q.F.D.

4 Groupes engendrés, relations

On a précédemment élucidé le plus petit sous-groupe d’un groupe G qui con-
tient un élément g. Explicitons cela pour des sous-ensembles plus complexes.

Notation 4.1. Etant donnés plusieurs sous-ensembles My, My, Ms, . ..
d’un groupe G, on écrit < My, Mo, M3, ... > au lieu de < M{UMsUM3U. .. >.
On écrit aussi simplement < a,b,c¢,... > au lieu de < {a,b,¢,...} >. Un cas
particulier, mais tres important concerne les sous-groupes de la forme < a >,
c’est-a~dire ceux engendrés par un seul élément.

Proposition 4.2. [G, Rem. 3.48] Soit G un groupe, et M C G. On pose
M t={m ' me M}
Soit g e < M >, g # eq. Alors

An>1, my,me,....mpy e MUM™ | g=mimy---my,

Démonstration.  Posons
H = {eg,mimy---m,|n>1, my,my,...m, € MUM '}

H est un sous-groupe de G ; 'observation essentielle étant que l'inverse
de mymsg---my, est m;t---mytmy?t, ce qui est un produit d’éléments de
M U M1 si tous les my, sont dans M U M~!. M C H, donc H est un sous-
groupe de G contenant M. Donc : < M >< H. Soit g =mims---m, € H.
Vkm,€MUM'C< M>. Puisque < M > est un groupe, g € < M >.
Donc: H << M >. C.Q.F.D.

Les éléments du sous-groupe engendré par une partie M de GG sont donc
les mots formés d’éléments de M ou de leurs inverses, en ajoutant s’il le
fautl’élément neutre eg, vu comme le "mot de longueur zéro”.

Corollaire 4.3. Soit G un groupe, et M C G. Supposons que
ab="0baVa,be M
Alors, le sous-groupe < M > de G est Abélien.

11



Démonstration. 11 s’agit de montrer que
gh=hgVg he<M>
Ecrivons
g=ayas---ar et h=0bby---b,
avec a;,b; € M UM~ ; ceci est possible grace a 4.2. Pour prouver que
(aras - ag)(bibs - by) = (bibo -+ by)(aras - - - az)

on applique une récurrence par k +n. Si k+n =0, alors g = h = e donc
c’est clair dans cette situation.
Supposons le résultat démontré en longueur £ 4+ n — 1 et écrivons

gh = aiag--- akblbg s bn

Si k =0, g est neutre et il n’y a rien a montrer. Pour invoquer I’hypothese
de récurrence et démontrer le résultat, il suffit donc de montrer que

gh = ajay - - - ag_1b1by - - - byay,

c’est & dire que a; commute avec les éléments de M U M~!. On traite tous
les cas séparément :

(1) ax,b; € M. Ceci est notre hypothese.

(2) ax € M,b; € M~'. Donc bj_1 €M, et

akbj_l = bj_l(lk

On multiplie alors cette égalition par b; a gauche, et puis par b; a droite,
pour obtenir bja; = ab;.

(3) ax € M~1,b; € M. Pareil.

(4) ax,b; € M~ Donc a;; ', b;' € M, et

J

“1—1 _ -1 -1
a bj —bj a

Inverser cette équation, pour obtenir bja, = axb;. C.Q.F.D.

Theéme 4.4. 1. Générateurs et unicité.

2. (Le groupe &, I1I) On a vu précédemment que les cycles engendrent
S,,. On peut trouver d’autres générateurs que les cycles : par exem-
ple, les transpositions engendrent &,,. Suivant les situations certains
générateurs peuvent étre plus ou moins utiles ou adaptés.

3. (le groupe D3, II) On considére toujours le groupe des isométries qui
préservent le triangle (régulier) ABC.

12



C

On a donc

Avec un peu de
géométrie, on  peut
montrer que le éléments
de D5 sont id, r, r?,
s, ainsi que les deux
symétries axiales 71 et
To qui passent par les
deux (autres) médianes
de ABC. On remarque
que 1, = r o s et que
Ty =SOTr.

D3 = {id,r, r?, 8,78, sr};

la rotation r et la symétrie s engendrent D3 entier. N’importe quel
produit d’éléments s*1r*2s*3. ro-1g% peut se simplifier en un des
éléments de Ds ci-dessus grace a la relation srs = r2. Trouver Iécriture
la plus simple possible d'un élément dans un groupe, comme on vient
de la faire avec Ds, en fonction d’éléments remarquables et des regles
qui les lient, est une tache utile et difficile. C’est ce qu’on appelle une

description par ”générateurs et relations”.

. (le groupe Hg des quaternions) On considere ’ensemble
Hg = {&1, +i, +j, £k}

pour lequel on définit une multiplication par les regles suivantes :

(a) 1 est I’élément neutre;

(b)
() ij = —ji = k;
d) 2=2=k=—1.

—1 commute avec tous les éléments de Hg et (—1) - (—=1) = 1;

On construit ainsi bien un groupe, dont la table est donnée par

1 -1 i —i j —j k —k
11 -1 i —i j —j k —k
1 -1 1 =i i —j —k k
i i o—i -1 1 k -k —j
—il—i i 1 -1 —k i =
il =i -k k -1 i —i
—il=i i ok -k 1 =1 —i i
k|l k —k —j § —i i -1 1
—k|-k k § —j i —i 1 -1



Le groupe Hg n’est pas abélien, —1 y est d’ordre 2, tandis que tous les
autres éléments non-neutres sont d’ordre 4.

Détails. 1. On peut choisir des générateurs différents pour un groupe,
par exemple Z/6Z : 1 est générateur, 2 n'est pas générateur, mais 5
Pest. On a déja vu en réalité avec lordre qu’étre générateur dans Z/nZ
c’est étre la classe d’un entier premier a n, indicatrice d’Euler.

2. Tout cycle (iy...ix) se décompose en le produit de transpositions
(i1ig)...(1x—1ix) donc la décomposition en cycles a support disjoints in-
duit que les transpositions engendrent &,,. Ca sera utile par exemple
pour calculer la signature.

3. Un exemple de réécriture d’un élément dans Ds.

5 Morphismes

Comme il est d’usage en algebre, apres avoir considéré des structures algébri-
ques, on s’intéresse aux applications qui les respectent.

Définition 5.1. [G, Déf. 2.13] Soient (G,-), (H,*) deux groupes. Une
application

a:G— H
est appelée homomorphisme (de groupes) ou morphisme (de groupes) si
V.02 € G, g g2) =alg) xalge)
L’ensemble des homomorphismes de (G, -) vers (H, %) est noté
Hom((G, ), (1, %))

Si (H,*) = (G,-), et « € Hom((G,-), (G, ")), on dit que a est un endomor-
phisme (du groupe G ).

On va a nouveau se permettre de supprimer les symboles - et * quand il
n’y a pas d’ambiguité quant aux lois de composition:

Hom(G, H) aulieude Hom((G,-),(H,x))
Définition 5.2. Soient GG, H deux groupes, et a« € Hom(G, H).
(a) a est un épimorphisme (de groupes) si « est surjectif. On écrit
a:G—» H
« est un monomorphisme (de groupes) si « est injectif. On écrit
a:G— H
« est un isomorphisme (de groupes) si a est bijectif. On écrit

a:G——>H
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Si H=G, et a:G—= G, on dit que a est un automorphisme de G.

(b) On dit que G est isomorphe ¢ H, et on écrit G = H ¢'il existe un
isomorphisme de G vers H.

(¢) On définit I"image de o comme
ima:={a(g)|lge G} CH
On définit le noyau de o comme

kera:={g € Glalg) =ey} CG

Exemples 5.3. (a) L’application déterminant définit un morphisme de
groupes GL,(R) — (R*, x). Son noyau est le groupe spécial linéaire.

(b) Soit @ : G — H un homomorphisme de groupes. D’apres la Proposi-
tion 5.5 (c) (voir ci-dessous), im « est un sous-groupe de H. Alors, « induit
un homomorphisme

G—ima , gr— ag)

Notons-le o. (o’ n’est pas égal a « car les deux applications n’ont pas
la méme cible!) Par construction, o' est surjectif, c’est-a-dire, c’est un
épimorphisme. En plus, si a est un monomorphisme, alors o est un iso-
morphisme :

o G " ima

Théme 5.4. (Automorphismes intérieurs)
Soit G un groupe, et x € G. On définit une application

int(r): G — G, g+ xgr
Soient g1, g2 € G. Alors,

int(x)(g192) = wgrgea™" = xgra” wgor™" = (int(x)(g1))(int(z)(g2))

Donc, int(z) est un endomorphisme de G. En fait, ¢’est un automorphisme :
son inverse est égal a int(z~!). L’application int(x) est appelée la conjugaison
par x et pour tout sous-ensemble H de GG, on note

vHax ' = int(z)(H) = {zha™' | h € H}

L’ensemble Aut(G) des automorphismes d’un groupe G est lui-méme
un groupe, pour la compositions des applications. On observe méme que
I’application

int: (G,-) — (Aut(G),o)
r — int(x)

est un morphisme de groupes.
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Proposition 5.5. Soient G, H deuz groupes, et o € Hom(G, H).
(a) a envoie 'élément neutre de G vers l’élément neutre de H.
() VgeG, alg™)=alg)™
(c) ima est un sous-groupe de H. Plus généralement,
a(@):={alg) g €G}C H
est un sous-groupe de H pour tout G' < G.

(d) Uimage réciproque d’un sous-groupe de H est un sous-groupe de G. En
particulier, ker a est un sous-groupe de G.

(e) o est un monomorphisme si et seulement si ker a = {e}.
(f) « est un isomorphisme si et seulement si 3 f € Hom(H, G),

foa=idg:G— G et aoff=idy - H—H
Ici on note - la composition des applications.

Démonstration.  (a) Si g € G, on a a(g)

= Oé(ec 9) = aleg) * a(g)
donc en multipliant par I'inverse de a(g) on a a(eg) =

b) Pour tout g € G, a(g) xa(¢g7!) =a(g-g7') = aleq) = en.

(

(¢) a(G’) est clairement non-vide car G’ l'est, stable par produit car
a(g)*a(d) =alg-¢') et g¢ € G', et stable par inverse par (b).
(

d) Soit K < H. On a eg appartlent a a}(K) par (a) et car ey
est un élément de K. Si g et ¢’ sont deux éléments de o !(K), alors
a(gg’) = a(g)a(g’) est un élément de K. De méme par b) si g appartient a

a 1K), a(¢g7!) = a(g)~! est un élément de K.

(e) Supposons que « soit un monomorphisme : si z est un élément de
ker v alors () = a(eq) donc z = eq. Réciproquement si a(z) = a(y), alors
a(zy™t) = ey donc zy~! = eg et x = y.

(f) Il s’agit de montrer que si un morphisme de groupes « est une bijection,
alors sa bijection réciproque est aussi un morphisme. Si (h,h') € H?, alors

h*h' =ala t(h)*a(a"(h')) et donc at(hxh') =a 1 (h)*a  (K).
C.Q.F.D.
Corollaire 5.6. Soient G un groupe, et H < G. Alors,
Vge G, gHg ' <G
Démonstration.  D’apres le Theme 5.4,
int(g) : G — G, x> grg!

est un endomorphisme de G. D’apres la Proposition 5.5 (c), I'image sous
int(g) du sous-groupe H est un sous-groupe de G. C.Q.F.D.
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Remarque 5.7 (Morphismes et ordre). Si o : G — H est un morphisme

de groupes et g € G, alors o(a(g))|o(g). Cette remarque impose de séveres
restrictions sur les morphismes entre deux groupes.

6

Theéme 5.8. 1. Etant donné un entier n positif, on peut considérer

m: Z — Z/nZ
E— kO

Cette application est un morphisme de groupes car elle est compatible
avec l'addition dans Z, et en outre on a ker m = nZ. Le morphisme 7
est appelé la projection canonique de Z sur Z/nZ. On construira dans
la suite une vaste généralisation de ces propriétés, dans le cadre des
groupes quotients.

. (Morphismes et générateurs) Tout morphisme « : (Z,4+) — (G, %)

est uniquement déterminé par 'image de 1, puisque pour tout k£ € Z,
on a nécessairement a(k) = a(1) * ... x a(1) = a(1)*. De méme,
tout morphisme 3 : Z/nZ — (G, *) est déterminé par I'image de 1.
Exemple : déterminer tous les morphismes Z/nZ — (R*, x).

Plus généralement, si {g,...,gx} est un systeme de générateurs d’un

groupe G, alors tout morphisme v dont I’ensemble de départ est G est
uniquement déterminé par les images v(¢1), ..., Y(gx) de ces éléments.

. (le groupe &,,, IV) Vous avez montré en L2 (preuve qui n’est pas facile)

qu’il existe un et un seul morphisme sgn : &,, — {#1}. On peut le
définir en décrétant que pour toute transposition 7, on a sgn(r) = —1.
Ce morphisme est appelé la signature et son noyau, noté 2,, est un
groupe dit alterné.

Classes modulo un sous-groupe

Définition 6.1. [G, Lemme 3.30, Term. 3.31] Soient G un groupe, H un

sous-groupe de G, et g € G. On pose

et

gH :={gh|he H} C G

Hg:={hg|lhe H} C G

gH est appelé la classe a gauche de g modulo H, et Hg la classe a droite de
g modulo H.

Exercice 6.2. Soient GG un groupe et € G et H un sous-groupe de G.

On définit une application

ml, : H— xH , h—> xh

Alors, m!, est une bijection. En particulier H et xH ont méme cardinal.

17



Proposition 6.3. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G.
(a)
G:UgH, et G:UHg
geG geqG
(b) Soient g1, g, € G. Alors,
H=g¢gH sigilgoe H
g HNgH= 9 92 RS
) sinon
En particulier,
92 € W H = g1 H = goH
(puisque g = gaeq € goH ).
(c) Soient g1, g2 € G. Alors,
Hgi = H 9297 € H
Hgyn Hgy =4 700~ 20 1020
() sinon
En particulier,
go € Hgl — Hgl = Hgg

Démonstration.  On montre uniquement les énoncés pour les classes a
gauche.

(a) Evidemment, |J, ., 9H C G. Soit g € G. Alors,
9=gec € gl
Done, G C U eq 9H.

(b) Dune part g1 H N goH n’est pas vide alors on a gih; = g2hy pour
certains hq, hy dans H. Des lors si g1h € g1 H, alors

glh = glhlhl_lh = gghghl_lh

et donc g1 H C goH. Le méme raisonnement en remplagant g; par go montre
donc que soit g1 H N goH est vide, soit gtH = goH. Cette derniere condi-
tion est alors clairement équivalente au fait que g; 'g, est un élément de H,
puisque dans ce cas g1 H N go H # 0. C.Q.F.D.

Deux classes a gauche modulo H (ou a droite) sont donc soit identiques,

soit, disjointes.

Corollaire 6.4. [G, Cor. 3.35] Soient G un groupe, et H un sous-groupe
de G. Supposons donné un systéme de représentants pour les classes a gauche
modulo H, c’est a dire un sous-ensemble L C G tel que

VgeG, |[LNngH| =1
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(Autrement dit, on choisit un élément dans chaque classe modulo H.)
Alors on a la réunion disjointe

G:HgH

geL

On construit donc ainsi une partition de G en classes a gauche modulo H .

Cette partition est appelée la décomposition de G en classes a gauche
modulo H. L’ensemble L est appelé un systéme de représentants pour les
classes a gauche modulo H.

Définition 6.5. |G, Term. 3.43] Soient G un groupe, et H un sous-groupe
de G. On dit que H est d’indice fini dans G si ’ensemble des classes a gauche
modulo H est fini. On définit alors l'indice de H dans G, noté [G : H], comme
étant le cardinal de cet ensemble de classes. Si H n’est pas d’indice fini dans
G, on pose

G : H| =00

Donc, [G : H| est égal au cardinal de tout systeme de représentants pour
les classes a gauche modulo H.

Exemples 6.6. 1. Classes a gauche modulo un sous-groupe de (Z, +).

2. (le groupe &,,, V) Le sous-groupe 2, de &,, (n > 1) est d’indice 2,
puisqu’étant donnée une transposition 7, on a &,, = 2, U 7,,.

3. (le groupe D3, IIT) On a vu précédemment que le groupe D3 des isomé-
tries laissant invariant un triangle régulier ABC d’écrit

D3 = {id,, r?, 8,78, sr},

On note H =< r > le sous-groupe engendré par la rotation r précédente
et K =< s > celui engendré par la symétrie s. Identifier les classes
a gauche modulo H et K et exhiber dans les deux cas un systeme de
représentants pour les classes a gauche.

Détails. 1. Un systéme de représentants.

2. Si o € 6, est de signature —1, alors si T est une transposition, T o ¢
est de signature 1 donc dans 2U,,. N importe quel choix de transposition
donne un systéme de représentants. On a en particulier |, | = %'

3. On a deuz classes a gauche modulo H : id- H = H = {id,r,r*} et
sH = {s,sr,sr’}. On sait que srs = r* donc sr? = s’rs = rs et on
a bien D3 = HU sH. Pour K : on a K = {id,s}, rK = {r,rs}
et r’K = {r?,r%s = srs?> = sr}. On pouvait savoir a l'avance le
nombre d’éléments dans un systeme de représentants en regardant les
cardinauz.
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Remarque 6.7. Si G est un groupe fini, alors tout sous-groupe de G est
d’indice fini. En revanche si G est infini, on ne peut prédire la finitude des
indices des sous-groupes de G

Détails. Les sous-groupes de Zi sont tous d’indice fini, sauf le sous-groupe
trivial.

Théoréme 6.8 (Lagrange). (J.L. Lagrange, 1736-1813) Soient G un
groupe fini, et H un sous-groupe de G. Alors,

|Gl =|H]|-G:H]
En particulier, les nombres entiers | H| et |G : H] divisent |G| .

Démonstration.  On fixe un systéme de représentants L pour les classes
a gauche modulo H. D’apres 6.4,

G:HgH

geL

Gl =) |9H]

geL

est une partition. Donc:

D’apres I’Exercice 6.2

|G| => [H|=|H|-|L| = |H|[G:H
geL

C.Q.F.D.

Corollaire 6.9. Si |G| est un groupe d’ordre un nombre premier, alors
G est cyclique (donc abélien) et n’admet que deux sous-groupes : {e} et G.

Démonstration.  L’ordre de g est égal a 'ordre du sous-groupe < g >
qu’il engendre, et ce dernier divise |G| par le théoreme de Lagrange.

Si |G| est premier, alors tous les éléments de G \ {eg} sont d’ordre p
et engendrent G. Autrement dit si un sous-groupe de G contient un élément
g # eq, il contient < g >= G. C.Q.F.D.

7 Groupes quotients

Soit (G, ) un groupe et H un de ses sous-groupes, disons d’indice fini. On
fixe un systeme de représentants {gi, ..., g, } pour les classes a gauche modulo
H. On aimerait munir 1’ensemble de classes a gauche {g1 H, ..., g, H} d’'une
structure de groupe compatible avec celle de GG, mais pour cela quelques
restrictions sont nécessaires.
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Définition 7.1. Soient G un groupe, et H < G. On dit que H est un
sous-groupe distingué de G, et on écrit

H <G ouméme H<G
si pour tout g € G, ona gHg ' = H.
Lemme 7.2. Soit « : G — H wun morphisme de groupes. L’image

réciproque de tout sous groupe distingué K C H est un sous-groupe distingué
de G. En particulier, le noyau d’un morphisme de groupes est distingué.

Démonstration.  Soit x € a ' (K) et g € G. L’élément

a(grg™") = a(g)a(z)alg)™
appartient bien & K, donc le sous-groupe a~(K) est distingué. C.Q.F.D.

Remarque 7.3. 1. L’image d’un sous-groupe distingué n’est en re-
vanche pas toujours distinguée.

2. Prouver qu'un sous-groupe est le noyau d’'un morphisme est souvent
tres pratique pour montrer qu’il est distingué. On obtient par exemple
immédiatement que 2, est distingué dans &,,, SL,(C) est distingué
dans GL,(C)... On verra tres vite la réciproque : tout sous-groupe
distingué est le noyau d’un certain morphisme.

Détails. 1. Un exemple (par exemple on envoit 7./27 sur une trans-
position dans S,,...)

2. quelques noyauz.

Exemple 7.4. Tout sous-groupe d'un groupe Abélien G est distingué,
puisque

ghg ' =hV g hed

Lemme 7.5. Un sous-groupe H d’un groupe G est distingué si et seule-
ment si pour tout g € G, gHg™' C H.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que g € G on a H C gHg™!. En
effet si h € H, alors h = gg-hgg ™t C gHg ! car go'Hg c H. C.Q.F.D.

Proposition 7.6. Soient G un groupe, et H < G. Les énoncés suivants
sont équivalents :

(a) H<LG.

(b) ¥ g€ G, gH = Hg, c’est-a-dire la classe a gauche de g modulo H est
€gale a la classe a droite de g modulo H.
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(¢c) Y g1,92 € G, Uensemble (g1 H)(goH) est égal a la classe d gauche de
9192 modulo H.

Démonstration.  (a) = (b) : Si g € G et H est distingué, on a
gH = gH(g™'g) = (9Hg ')g = Hy.

(b) = (c) : Un élément de (g, H )(goH ) s’écrit g1h1gaho pour deux éléments
hy,hy de H. Par hypothese goH = Hgs donc on a un élément h € H tel que
grhigahe = glgzﬁhz

et (g1H)(g2H) C g19oH. L’inclusion réciproque est claire.
(c) = (a) : On a (¢gH)(g 'H) = e¢H = H par hypothese, donc gHg™*

est bien entendu contenu dans H. Le Lemme 7.5 indique alors que H est
distingué. C.Q.F.D.

Theéme 7.7. (le groupe des quaternions Hg, IT) On peut observer une
propriété du groupe Hg : tous ses sous-groupes sont distingués. Un groupe
qui vérifie cette propriété est appelé un groupe de Dedekind.

Détails. Description rapide des groupes de Dedekind finis, groupe abélien
ou produit de quaternions d’'un groupe abélien d’exposant 2 et d’un groupe
abélien d’ordre impair.

Définition 7.8. [G, Not. 3.28, Lemme 3.30] Soient G’ un groupe, et
H < G. On pose

G/H := {classes a gauche modulo H}
On adonc |G/H| =[G : H].
Théoreme 7.9. Soient G un groupe, et H 1 G.
(a) La régle
(1 H) - (92H) := (q192) H

définit une loi de composition - sur G/H. (G/H,") est a nouveau un groupe.
Son élément neutre est egH € G/H, linverse de gH € G/H est g-*H. On
a |G/H| =[G : H|.

(b) L’application
m:G—G/H, g— gH

est un épimorphisme de groupes. On a kerm = H. En particulier, ™ est un
isomorphisme si et seulement si H = {eg}.

Définition 7.10. Dans la situation du Théoreme 7.9, on appelle G/ H le
groupe quotient de G par H, et

m:G— G/H

la surjection canonique (ou l’épimorphisme canonique) de G vers G/H.
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Remarque 7.11. On sera souvent confrontés au probléme suivant : soi-
ent I/, F' deux ensembles, et ~ une relation d’équivalence sur E. Supposons
qu’on essaie de construire une application

E/~— F

(E/~ :=le quotient de E par ~, c¢’est-a-dire I’ensemble des classes d’équi-
valence). Cette construction se passe en deux étapes : (1) Définir une appli-
cation f : E'— F. (2) Montrer que pour x,y € E, la relation x ~ y implique
que f(x) = f(y). On peut alors définir

E/~— F, [z] — f(2)

([z] := la classe de x). Ceci est bien défini car [z] = [y] implique f(z) = f(y)
(d’apres (2)).

Démonstration du Théoréme 7.9.  (a) Il s’agit d’abord de prouver que
I’application

G/H xG/H — G/H , (g1H, goH) — (9192) H
est bien définie. Autrement dit, que pour g1, g1, g2, g5 € G avec g1 H = g1 H
et goH = g4H, on a
(9192)H = (¢192)H

D’apres la Proposition 7.6 (¢), on a

(glg2>H =g HgH = gngéH = (9/19/2)H

donc c’est effectivement le cas et on obtient une loi de composition sur G/ H.
La vérification des axiomes de groupes pour cette loi découle directement
du fait que G lui-méme est un groupe, grace a la relation

(9192)H = (91 H)(g2H).
En effet par exemple pour l'associativité (3 (1)), on a
aH((bH)(cH)) = aH((bc)H) = (abc)H = ((ab)H)(cH) = ((aH)(bH))cH

(b) Prouvons d’abord que 7 est un homomorphisme. Ceci est encore la
Proposition 7.6 (c¢). En effet, dire que 7 est un homomorphisme est équiva-
lent a

\V/ g1, g2 € G 9 (glg2)H = <91H>(92H)

La surjectivité de 7 est évidente. Pour déterminer son noyau, soit g € G.
Alors,

gekemr(:)gH:eHG('S:@geH

C.Q.F.D.

23



Théoréme 7.12 (Propriété universelle du groupe quotient).
Soient Gy un groupe, et H < G1. Notons 7 la surjection canonique de G,
vers G1/H. Soit Gy un groupe.

(a) Soit o € Hom(G1, Gs), et supposons que
H C kera
c’est-a-dire YV h € H, a(h) = eq,. Alors, il existe une unique application
a:Gy/H — Gy
telle que a = avo . L’application & est un homomorphisme de groupes.
(b) La régle oo — & induit une application
{a € Hom(G1,G3) | H C kera} — Hom(G,/H, Gs)

Cette application est bijective. Autrement dit : se donner un homomorphisme
G1/H — Gj revient a la méme chose que se donner un homomorphisme
G1 — Gy qui est trivial sur H.

Démonstration.  (a) Vu la surjectivité de 7, il est clair qu’il existe au
plus une application & telle que @ = & o w. On souhaiterait poser
a(gH) := a(g)

Mais il faut montrer que ceci est bien défini : soient g,¢' € G1, gH = ¢'H. 11
s’agit de vérifier que a(g) = a(g’). D’apres la Proposition 6.3 (b), (¢')~'g €
H, ce qui est contenu dans ker a d’apres notre hypothese. Donc,

ec, = a((g)'g) = alg) alg)
et a(g) = a(g’). Pour montrer que & est un homomorphisme, on fait comme
dans la preuve du Théoreme 7.9.

(b) Il s’agit de montrer que
{a € Hom(G1,Gq) | H C kera} — Hom(G,1/H,Gs) , a — &
est bijectif. La surjectivité est évidente : pour § € Hom(G1/H, Gs), posons
a:=pom: G — Gy

On a alors @ = § grace a l'unicité dans (a). Quant a l'injectivité, prenons
aq, a0 € Hom(G1, Gs), avec restrictions triviales a H. Si @7 = ay, alors

Q =QL 0T =Q9 0T = Qg

C.Q.F.D.

7.1 Sous-groupes d’un quotient

On fixe désormais H un sous-groupe distingué d’un groupe G et on note
m:G— G/H
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est la surjection canonique associé.

Proposition 7.13. La surjection canonique 7 induit une bijection entre
les sous-groupes de G/H et les sous-groupes de G qui contiennent H. Cette
bijection préserve de plus les sous-groupes distingués.

Démonstration.  Soit H un sous-groupe de G/H. On a
H=nr(r"'H)

car T est surjectif. On en déduit que Dapplication H 7r_1(]:12 est injec-
tive, a valeurs dans les sous groupes qui contiennent H car 7 '(H) contient
évidemment 7! (eq/p) = H.

Il reste a montrer que si K est un sous-groupe de G qui contient H, on a
K = 77 1(7(K)) : linclusion C est triviale. Pour l'autre si x € 7! (7(K)),
alors m(z) = m(k), pour un k € K. Des lors k™! appartient au noyau H de

7w, donc a K et z lui-méme est dans K.
C.Q.F.D.

8 Théoremes d’isomorphismes

Théoréme 8.1 (Théoreme d’homomorphie). Soient Gy et Gy deuz grou-

pes, et « € Hom(Gy,Gs). Notons 7 la surjection canonique de Gy vers
G/ ker a.

(a) 1l existe une unique application
B: G/ kera — G

telle que o = B om. De plus B est un homomorphisme de groupes.
(b) B est injectif, et donc, un monomorphisme de groupes G/ ker a < Gs.
(c¢) (premier théoréme d’isomorphisme) [ induit un isomorphisme

Gi/kera —= im«
Définition 8.2. Dans la situation du Théoreme 8.1, on appelle
G1/kera — ima«

lisomorphisme canonique entre G1/ker o et im av.

Rappelons que I'énoncé “G;/ker a = im «” est également vrai en théorie
d’espaces vectoriels...

Démonstration du Théoréme 8.1.  (a) Ceci résulte de la propriété uni-
verselle 7.12 (a), appliquée & H := ker a. On a donc

VgeG, Blgkera) = a(g)
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(b) Prouvons que ker /3 est trivial : soit g € G tel que S(gker a) = e. D’apres
(a), ceci veut dire que «a(g) = e, et donc, que g € ker a. Autrement dit,

gkera = eker a

est 'élément neutre de G/ ker a.
(c) Appliquer I'Exemple 5.3 (b) a la situation dans (b). C.Q.F.D.

Complément 8.3. Soit K < H < G. On suppose K < G. Alors, le
noyau du morphisme

mg:H— G/K, h—— m(h)
est égal a K. D’apres le Théoréeme 8.1, my induit un monomorphisme
H/K — G/K
Son image est 7(H). Il induit donc un isomorphisme
H/K —> n(H)
Démonstration. Notons d’abord que K < H car K < . On utilise

7.9 (b) et 5.3 (b) pour le premier et le dernier énoncé. Par construction,
I'image de H/K — G /K est n(H). C.Q.F.D.

Exemples 8.4. 1. Soit G un groupe, g € G et
Yy L — G, i g

le morphisme Z — G donné par 7,(1) = g. Déterminons I'image et le
noyau de 7.

Par définition, on a
imy, ={¢'€GlieZ}Cq

et imy, = < g > est le sous-groupe de G engendré par g. En outre,
kery, ={i €Z|g' =€} CZ

qui est un sous-groupe de Z et s’écrit donc nZ, pour un certain n € Z.
L’entier n détermine 'ordre de G :

e sin =0, alors g est d’ordre infini;

e sinon o(g) = n.

Autrement dit, v, est injectif si et seulement si g est d’ordre infini.
Le premier théoreme d’isomorphisme indique donc que 7, induit un
isomorphisme

Z]kery, =< g >

2. On a donc obtenu 'alternative suivante, pour un groupe G engendré
par un élément g :
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3.

e si g est d’ordre infini, alors v, € Hom(Z, ) est un isomorphisme;

e si g est d’ordre fini, 7, € Hom(Z, G) induit un isomorphisme entre
G et Z/o(g)Z ; G est donc cyclique.

On fixe n € N*. Considérons le nombre complexe
¢ :=exp(27mi/n) € C*
Posons
Y Z—C* | kr— (F

comme dans (a). L'image de 7, est donc le sous-groupe (multiplicatif)
de C* engendré par ( :

imy =<(>={"eC|keZ} <C
Quel est le noyau de v, 7
kerye ={k€Z|(*=1}CZ
Donc, pour k € Z,
k € kery; <= 1 = exp(2mi/n)* = exp(2mik/n) <= k/n € Z

(On rappelle que exp(z) = 1 si et seulement si z est un multiple entier
de 27mi.) Donc, le noyau de 7, consiste en les multiples entiers de n.
Autrement dit,

ker vo = nZ
On a donc
Z/nZ = {¢F e C* |k €7}

via 7¢. On peut appeler ceci la représentation sous forme circulaire du
groupe Z/nZ.

On fixe n € N* et on considere le groupe symétrique &,. On a
2L, := ker(sgn), donc

A, ={0€6,|sgn(o) =1}

Sin > 2, alors sgn est un épimorphisme et par le Théoreme d’homomor-
phie, sgn induit

S, /2, —= {£1} pourn >2

On particulier, on retrouve | &, : 2, | =2 et |A,| = %’

Theme 8.5. 1. On fixe n € N*. On se propose de définir le groupe

((Z/nZ)*,-) : en tant qu’ensemble,
(Z/nZ)* = {T € Z/nZ| Iy € Z/nZ, Ty =1} C Z/nZ
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Avec un peu d’arithmétique, on a vu en TD que
(Z/nZ)* ={T € Z/nZ| pgcd(x,n) =1} C Z/nZ
On montre par exemple avec I'identité de Bezout que ((Z/nZ)*,-) est
un groupe, ou - est la multiplication
(Z/nZ)* x (Z/nZ)* — (Z/nZ)*
&) — Ty
On a donc défini ainsi un groupe fini contenu dans Z/nZ, sans pour
autant étre un sous-groupe de (Z/nZ,+).
Prenons n = 5. Alors,
(Z)57)* ={1,2,3,4}
On considere I’élément 2 de (Z/5Z)*. On a

2°=1,2°=8=3,2'=16=1
Donc, 0(2) = 4, et 2 est un générateur de (Z/5Z)*. On a donc
7,47 = (Z/57)"
D’apres la théorie des corps ('an prochain...), (Z/pZ)* est cyclique

pour tout nombre premier p. Ce n’est pas le cas pour tout entier :
regardons pour n = 8. On a

(Z/8Z)* ={1,3,5,7}
On a
3¥=9=1,5=25=1,7=49=1
Donc, aucun élément de (Z/8Z)* n’est d’ordre |(Z/8Z)*| = 4. On

peut en conclure que le groupe (Z/8Z)* n’est pas cyclique et qu'il est
isomorphe a Z /27 x 7./27.

. (indicatrice d’Euler et petit théoreme de Fermat)

Définition 8.6. L’indicatrice d’Euler (L. Euler, 1707-1783) est 'appli-
cation

p: N — N
n o+ [(Z/nZ)*]
On a vu que, ¢(p) = p — 1 pour tout nombre premier p.

Proposition 8.7. Soit n € N*, x € Z tel que pged(z,n) = 1.
Alors, %™ est congru ¢ 1 modulo n.
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Démonstration. Il faut montrer que o(Z), 'ordre de T dans (Z/nZ)*,
divise p(n), une conséquence directe du théoreme de Lagrange.
C.Q.F.D.

Corollaire 8.8 (Petit Théoreme de Fermat). (P. de Fermat, 1601
1665) Soit p un nombre premier. Alors zP est congru a x modulo p
pour tout x € 7.

Démonstration.  Sip ne divise pas x, on sait d’apres la Proposition 8.7
que 77! =1 et ainsi ¥ = 7. Si p divise x, T et T? sont tous les deux
nuls modulo p. C.Q.F.D.

Remarque 8.9. Le Petit Théoreme de Fermat est employé dans les
tests de primalité : pour savoir si un (grand) nombre entier n peut étre
premier, on voit si

Vi<z<n,n|z"—x

Exemple : n = 6 et x = 2. En fait, 2° — 2 = 64 — 2 = 62 n’est pas
divisible par 6. Donc, 6 n’est pas premier.

Théoréme 8.10 (Théoreme de Wilson). Un entier n > 1 est premier
si et seulement si (n — 1)l = —1[n].

Proof. Sin n’est pas premier, alors en notant d un diviseur non trivial
on a que d divise (n — 1)!, donc d ne divise pas (n — 1)! + 1 (les deux
sont premiers entre eux) et n ne le divise pas non plus.

Réciproquement toutes les classes non-nulles de Z/pZ sont inversibles.
Les seules classes qui sont leur propre inverse étant —1 et 1 (solutions du
polynéme X2 —1 = () on obtient en regroupant par paquets d’inverses

mutuels que dans le produit (p — 1)! modulo p, il ne reste que —1.
C.Q.F.D.

Théoréme 8.11 (Deuxieme théoreme d’isomorphisme). Soient G
un groupe, K A G, H < G. Alors
(a) HK = KH <G, et K J<HK.
(b)) HNK < H.
(c) H(HNK)= HK/K.
Démonstration.  (a) Pour tout h € H, on a hK = Kh d’apres la Propo-

sition 7.6 (b). L’équation HK = K H en résulte. Pour voir que HK < G,
on applique la Proposition 3.8. K <G et K < HK, donc K I HK.

(b) Soient k € K et h € H. Alors, hkh™' € K car K < G. Si en plus
ke HN K, alors hkh™' € H.
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(¢) On considere la composition
a:He— HK —» HK/K

de I'inclusion du sous-groupe H dans HK, et de I’épimorphisme canonique
de HK vers HK /K. Concretement, ce morphisme envoie h vers la classe de
h modulo K. Clairement « est surjectif : tout élément de la cible est de la
forme hk K, pour h € H et k € K. Mais

a(h) = hK = hkK
(Proposition 6.3 (b)). Déterminons ker « : soit h € H. Alors
hekera<= hK =eK € HK/K < he K

Ainsi kera = H N K, et on applique le Théoreme d’homomorphie.
C.Q.F.D.

Remarque 8.12. en considérant dans le deuxieme théoreme d’isomor-
phisme le cas ou H et K sont tous les deux finis, on obtient alors

[H|- K|
|HNK |

(on peut aussi le montrer de maniere élémentaire)

| HK| =

Théoréeme 8.13 (Troisieme théoreme d’isomorphisme). Soient G un
groupe, K < H deux sous-groupes distingués de G. (D’aprés ce qui précéde,
on peut considérer H/K comme un sous-groupe distingué de G/K.) Alors

(G/K)/(H/K)=G/H

Démonstration.  Le noyau de I’épimorphisme canonique G — G/ H est
égal a H, et contient donc K. On applique la propriété universelle pour
obtenir

a:G/K — G/H

Concretement, ce morphisme envoie la classe de ¢ modulo K vers la classe
de g modulo H. On voit donc que « est surjectif. Déterminons ker . Soit
7 : G — G/K Iépimorphisme canonique. Pour g € G,

gK ekera <= gH =eH € G/H<—= g€ H

Ceci montre que kera = 7(H) P H /K. «a est donc un épimorphisme
G/K — G/H,
de noyau H/K. On applique le Théoreme d’homomorphie. C.Q.F.D.
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9 Produit direct, lemme Chinois

On a vu précédemment la notion suivante.

Définition 9.1. Soient G et H deux groupes. Leur produit direct est
défini comme étant le produit cartésien G x H, muni de la loi de composition

(GXxH)x (GxH)— GxH , ((g1,M), (g2, h2)) — (9192, h1h2)

Soit (G4)a une famille de groupes. On définit le produit direct [, G,
en imitant la Définition 9.1. L’ordre dans lequel cette itération est effectuée
n’importe pas. Exemple : on écrit Z" pour le produit direct de r facteurs Z.
Donc,

7" =A{(z1,...,2) |z €ZLyi=1,...,1}

Exemples 9.2. (a) Le produit direct Z/27Z x Z./27 est un groupe Abélien
d’ordre 4. Il n’est pas cyclique car

V(z,y) € Z)2L X 121, 2(z,y) = (z,y) + (z,y) = (22, 2y) = (0,0)
Donc, il n'y pas d’élément d’ordre 4 dans Z/27Z x Z/2Z.

(b) Le produit direct Z/27Z x Z/3Z est un groupe Abélien d’ordre 6. I
est cyclique : en fait, zo := (1,1) € Z/27Z x Z/37Z est d’ordre 6 car

220 = (0,2) , 320 = (1,0) , 420 = (0,1) , 520 = (1,2) , 629 = (0,0)
Théoréme 9.3 (Lemme Chinois). Soient m,n € Nxq, pged(m,n) = 1.
Alors,
Z/mnZ = 7./mZ X Z/nZ

Le groupe Z./mZ x Z/nZ est donc cyclique dans cette situation.

Démonstration.

Preuve 1: On a en général que si G, G’ sont deux groupes et g, ¢’ sont
d’ordre fini dans G et G, respectivement, alors ’élément (g, ¢’) du groupe
produit G x G’ est d’ordre n = ppem(o(g),0(g’)). En effet on a clairement
(9,9)" = (eq,ecr), et si k est un entier non nul tel que

(9:9)" = (¢",9") = (eq, ec),
alors o(g) et o(g’) divisent tous deux l'ordre de (g,¢’). L’élément (1,1) est
donc d’ordre mn et Z/mZ x Z/nZ est cyclique.

Preuve 17 : On considere le morphisme
Voo i L — /M7 X L/
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associé & zg := (1,1) € Z/mZ x Z/nZ (Exemple 8.4, 1.). Donc,
Vi€Z, v.,(i) = (i,1)
Déterminons le noyau de ~,, : soit 7 € Z.
i € kervy,, <= (i,i) = (0,0) € Z/mZ x Z/nZ < m|iet n|i

Cette derniere condition équivaut & mn | i car pged(m,n) = 1. Donc, ker,, =
mnZ. Le Théoreme d’homomorphie dit alors que

Z/mnZ = imn,,

En particulier, im~,, a le méme ordre que Z/mnZ, & savoir mn. Mais
im~y,, < Z/mZ x Z/nZ, et l'ordre de ce dernier groupe est égal & mn. On
en conclut que im~,, = Z/mZ x Z/nZ. C.Q.F.D.

Comme le montre I’Exemple 9.2 (b) précédent, 'hypothese sur pged(m, n)
est indispensable.

Corollaire 9.4. Soient a,b,m,n € Z, m,n > 1, pged(m,n) = 1. Alors,
il existe x € 7 tel que

r=a modm, r=b modn
Démonstration.  Le morphisme
Voo i L —> LJmZ X ZL/nZ
de 9.3 est surjectif. C.Q.F.D.

Corollaire 9.5. Soit n € N>1, n = Hp‘npCvp sa factorisation en puis-
sances de nombres premiers différents (o, > 0). Alors,

z/nz =] z/p*z
pln

Démonstration.  Récurrence sur le nombre de p, en appliquant le Lemme
Chinois. C.Q.F.D.

Théoréme 9.6. Soient m,n € N>y, pged(m,n) = 1. Alors,
(Z/mnZ)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)*
En particulier, o(mn) = p(m)e(n) si pged(m,n) = 1.
Démonstration.  On considere la bijection
v : Z/mnZ — Z/mZ x Z/nZ , i — (i,1)

du Lemme Chinois. Les sous-ensembles ( ® )* de Z/mnZ, Z/mZ, et Z/nZ
sont caractérisés par les conditions pgcd(x, mn) = 1, pged(x,m) = 1, et
pged(z,n) = 1, respectivement. Ceci montre que pour tout i € Z/mnZ,

i € (Z/mnZ)* <= (i) € (Z/mZ)* x (Z/nZ)*
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Donc, v induit une bijection
v : (Z/mnZ)* — (Z/mZ)* x (Z/nZ)*

Elle respecte les lois de multiplication puisqu’elle envoie i vers (4,7). Donc,
c’est un isomorphisme. C.Q.F.D.

Corollaire 9.7. Soit n € N>y, n = Hp‘npap sa factorisation en puis-
sances de nombres premiers différents. Alors,

ot = [Tp - 0yt =n [T
pln pln

Démonstration. Il suffit de montrer I’énoncé pour n = p®, pour un
nombre premier p et a > 0 (le Théoreme 9.6 permet alors de raisonner par
récurrence sur le nombre de p). On a

Z/p*Z ={0,1,...,p* — 1}

La condition pged(z, p®) = 1 équivaut a p fz, ce qui exclut 1/p des éléments
de Z,/p°Z. C.Q.F.D.

10 Groupes abéliens
Soient a nouveau G et H deux groupes, avec éléments neutres eq et ey. On
définit des morphismes de groupes

ic:G—GxH, g— (g9,eq)
ig:H—GxH, h— (eg,h)
pe:GxH—G, (g,h)—>g

pg:GXxH— H, (g,h) —> h

Visiblement, i et 15 sont des monomorphismes, et ps et py des épimorphis-
mes. Via ig et iy, on peut identifier G et H a des sous-groupes de G x H.
Ce sont des sous-groupes distingués car ig(G) = ker py et ig(H) = kerpg.
L’intersection de ces sous-groupes dans G x H est triviale ; leur produit
ic(G)ig(H) est égal & G x H. Réciproquement :

Proposition 10.1. Soit G un groupe, H et K deuzx sous-groupes dis-
tingués tels que HN K = {e} et G = HK. Alors, l'application

HxK—G, (h k) — hk

est un isomorphisme de groupes.
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Démonstration.  Montrons d’abord que
Vhe Hke K, hk=kheG

Comme H est distingué dans G, on a khk~!' € H, donc khk='h~! est un
élément de H. De méme K est distingué donc hk'h~! est dans K et
khk='h=' € HN K est trivial, i.e. hk = kh.

Appelons « application de I’énoncé. On a pour tous couples (hq, ki),
(hg,k’g) de H x K :

al(hy, k1)a(hs, ko) = hikihoks = hihokiks = a(hyhg, k1ks),

et a est un morphisme, clairement surjectif car d'image HK = G. On a
(h,k) Ekera <= hk=e<+=h=k'c HNK = {eg},

Donc, a est injectif. C.Q.F.D.

Théoréme 10.2. Soit G un groupe Abélien, engendré par un nombre fini
d’éléments. (On dit alors que G est un groupe Abélien de type fini.) Alors, G
est isomorphe a un produit direct fini de groupes cycliques (finis ou infinis).
Plus précisément :

(a) Il existe r > 0, des nombres premiers p; (non nécessairement différents),
et des a; > 1 tels que

G2z x|[z/nz

r et les p; et a; sont uniquement déterminés par G.

(b) Si G est fini (donc, de type fini), alorsr = 0 dans (a), ¢’est-a-dire il existe
des nombres premiers p; (non nécessairement différents), et des o; > 1 tels
que

G=1[z/pz

Ceci est appelé la Classification des groupes Abéliens de type fini. Pour
la démonstration, il faut attendre I’an prochain. On observe que le Lemme
Chinois permet de simplifier éventuellement les facteurs [ [, Z/p; Z.

Exemple 10.3. Soit G un groupe Abélien d’ordre p?, oti p est un nombre
premier. D’apres le Théoreme 10.2, il n’y a que deux cas possibles : soit G
est isomorphe a Z/p?Z, soit il est isomorphe & Z/pZ x Z/pZ. On en conclut
notamment que si en plus G n’est pas cyclique, alors G = Z/pZ x Z/pZ.

Prenons G = (Z/8Z)*, étudié a l'exemple 8.5. C’est un groupe abélien
d’ordre est d’ordre 4, qui n’est pas cyclique. Il est donc isomorphe a Z /27 x
Z7]27.

Vous verrez en TD qu’en réalité, tous les groupes d’ordre p? sont abéliens
(ce n’est plus le cas des p?).

Exercice 10.4. Construire un isomorphisme
Z]27 x 7./]27. —— (Z/8Z)*
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11 Produits semi-directs

Définition 11.1. [G, Déf. 3.1] Soit (G, -) un groupe, E un ensemble. Une
action ou opération (4 gauche) de (G, -) sur E est la donnée d’une application

GxFE—FE
tel que les axiomes suivants sont satisfaits :
(1) On a
g-(h-x)y=(gh) -z ;Vg,heGrxeFE
(2) Si e est 'élément neutre de (G, -), alors
ecx=x;Vrek
Définition 11.2. Soient G, (H,*) deux groupes,
:GxH—H

une action de G sur ’ensemble H. - est appelée une action par des automor-
phismes de groupes sur H si de plus

g-(hixhy)=(g-h1)*(g-h2)Vg€G hyi,hy € H

Autrement dit, une action par des automorphismes de groupes sur H est
une action, qui respecte la loi de composition interne de H. En fait :

Proposition 11.3. Soit - : G x H — H une action de G par des auto-
morphismes de groupes sur H.

(a) Si ey est l’élément neutre de H, alors

g-eg=¢eg; VgeG
(b) Soit h € H. Alors,

ght=(g-h)";VgeG
Démonstration.  (a) D’apres la définition,
g-en=I(g9-en)*(g-en)
Donc, g - ey = ep.

(b) D’apres la définition,

(9-h)*(g-h") = (g-en)“ en
Donc, g-h™t = (g-h)L. C.Q.F.D.
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Exemples 11.4. (a) Soit G un groupe non-trivial. Alors, I'action par
multiplication & gauche [G, Déf. 3.17] de G sur lui-méme n’est pas une action
de G par des automorphismes de groupes, car elle ne respecte pas I’élément
neutre.

(b) Soit G un groupe. Alors, I'action par conjugaison [G, Ex. 3.15] de G
sur lui-méme est une action de G par des automorphismes de groupes : en
effet,

g(zy)g~ = (9z9 " )(gyg )V 9,2,y € G

(c) Plus généralement, soient K un groupe, G et H deux sous-groupes.
On suppose que H < K. Alors, G agit sur H par conjugaison :

G xH— H, (g,h) — ghg™!

C’est une action de G par des automorphismes de groupes.

(d) Pour tous groupes (G, H), il y a I'action triviale de G sur H :
g-h:==h;VgeG,he H

C’est une action de GG par des automorphismes de groupes.

Définition 11.5. Soient GG, H deux groupes,
-:GxH-—H

une action par des automorphismes de groupes sur H. On définit le produit
semi-direct externe par rapport a l’action - comme étant le produit cartésien
H x GG, muni de la loi de composition

(H X G) X (H X G) — HxG ) ((hlagl)a (h2792)) — (hl(gl : h2)79192)
On note H x. G le produit semi-direct par rapport a -.
Quand il n’y a pas d’ambiguité quant a l'action -, on écrit parfois H x G

au lieu de H x.G. Certaines sources vont alors (par abus de langage) jusqu’a
appeler cet objet le produit semi-direct.

Exemple 11.6. Si - est 'action triviale (Exemple 11.4 (d))
g-h=h;VgeGheH
alors H x. G = H x G, le produit direct étudié dans le chapitre 9.

Proposition 11.7. Soient G, H deux groupes, avec éléments neutres eg
et ep,

-:GxH—H

une action par des automorphismes de groupes.
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(a) Le produit semi-direct H x. G est un groupe. Son élément neutre est
(em,eq). Llinverse de (h,g) € H x. G est donné par (g~ - h™t g71).

(b) L’application
ic:G— Hx. G, g— (ey,g)

est un monomorphisme.

(¢) L’application
’iHiH%HN.G, hlﬁ(h,eg)

est un monomorphisme. Son image ig(H) est un sous-groupe distingué de
H x. G.

(d) L’intersection de ig(H) et de iq(G) dans H x. G est triviale ; leur
produit iy (H)ig(G) est égal a H x. G.

(e) L’application
pe:Hx.G— G, (h,g)—g

est un épimorphisme. Son noyau est égal a iy (H).

Démonstration. (a) Soient hy,ho,hs € H et g1,90,93 € G. Alors,
((h1,91)(h2, g2))(hs, g3) est égal a

(h1(g1 - h2), 9192) (3, g3) = (h1(g1 - h2)(9192 - h3), 919293)
alors que (h1,g1)((ha, g2)(hs, g3)) est égal a
(h1,g1)(ha(g2 - h3), 9293) = (ha(g1 - (ha(g2 - h3))), 919293)
Mais
(91 h2)(9192 - h3) = g1 - (ha(g2 - h3))

car - est une action par des automorphismes de groupes. Ceci montre la loi
d’associativité.

On voit facilement que (ey, eq) est 'élément neutre de H x. G.

Soit (h,g) € H x. G. Alors,

(g -h g g =g -h (g™ - h)eq)
Mais
(g - )g " h)=g"-(h'h)=g " -en=cen

car - est une action par des automorphismes de groupes, et grace a la Propo-
sition 11.3 (a).
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(b) On a

Vagi,90 € G, (ew,q1)(en, g2) = (eu(91 - €n), 9192)

ce qui est égal a (ey, g192) d’apres la Proposition 11.3 (a). ig est donc un
homomorphisme de groupes, clairement injectif.

(c) On a
Vhi,ho € H, (hi,eq)(ha,eq) = (hi(eq - ha), eq)
ce qui est égal a (hihg,eq) car - est une action. iy est donc un homomor-

phisme de groupes. Il est injectif. D’apres (e), iy(H) est le noyau d’'un
homomorphisme. Il est donc distingué dans H x. G.

(e) On a
thhQ € H7 g1,92 € G ’ (h1791)<h2792) = (hl(gl ’ h2)79192)

par définition. Donc, pg est un homomorphisme de groupes H x. G — G. 11
est surjectif. Son noyau est égal a

{(h,g9) g =ec} =im(in)
(d) La composition pg o i¢ étant l'identité de G, on voit que I'image
de i a une intersection triviale avec ker(pg) = ig(H) (d’apres (e)). Soit
(h,g) € H x.G. Alors,

(hvg) = (h7€G)(6Hag)
donc (h, g) € ig(H)ig(G). C.Q.F.D.

On a vu plus haut comment construire le produit semi-direct externe de
deux groupes G et H (relativement a une action). On montre désormais
un cas particulier important : montrer qu'un groupe G est le produit semi-
direct de deux de ses sous-groupes H et K, relativement a une action par
conjugaison. On dit dans ce cas que G est le produit semi-direct interne de
Het K.

Voici un cas particulier de 11.7; ceci est une généralisation de la Propo-
sition 10.1 :

Proposition 11.8. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes tels que
HNK={e} et G=HK. On suppose que H I G. On considére l’action

K X H — H, (k h) — khk™!
de l’Exemple 11.4 (c). Alors, Uapplication
Hx K — @G, (hk) —> hk

est un 1somorphisme de groupes.
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Démonstration.  Appelons « I'application de I’énoncé. On a pour tout
(hl, k'l), (hg, kg) € Hx K :

Oé(hh k?l)Oé<h27 k?g) = ]’le’lhgl{?Q = hl(k1h2k1_1>k?1k}2 = hl(k’l . hg)kle
Donc, a(hy, ki)a(hs, ko) est égal a
a(hy(ky - he), kiks) = a((hy, k1) (he, k2))

On a montré que a est un homomorphisme. Il est surjectif car son image est
HK =G. On a

(h,k) €kera <= hk=e<=k=h"'c HNG = {e}
Donc, « est injectif. C.Q.F.D.

Soit G un groupe Abélien. On a l'action ¢ de Z/27Z par des automor-
phismes de groupes sur G' qui envoie 1 vers  — —z. (On note que z — —x
est un endomorphisme de G puisque G est Abélien !) On l'appelle l'action
par inversion de Z/27.

Théme 11.9. 1. (le groupe &,,, VI) La proposition 11.8 s’applique
sans peine au groupe symétrique : considérons le sous-groupe (dis-
tingué) A, de &,, et K = {id, 7} le sous-groupe engendré par une
transposition. Bien entendu 24, N K = {id}. En outre

A, K| = || - | K| =nl,

et groupe &,, s’écrit comme un produit semi-direct interne 2, x Z/27Z.

2. (le groupe diédral, V) On a vu que les groupes &3 et D3 sont isomor-
phes. La situation est différente pour D,, n > 4 notamment car 2,
n’est plus cyclique dans ces cas.

Comme vu en TD, la description que nous avons faite de D3 avec les
générateurs r (rotation) et s (symétrie) se généralise pour les polygones
réguliers a n cotés. Notre groupe D,, est le groupe des isométries qui
préservent un tel polygone, de cardinal 2n et engendré par r (d’ordre
n) et s (d’ordre 2) avec la relation srs = r~1. Ses éléments sont les
suivants
D, = {id,r,v*,...r" ' o, 0r, ... or" !}

On a que H =< r > est un sous groupe distingué de D,,. En posant
K = {id, 0} le sous-groupe engendré par la symétrie o, on a évidemment
H N K = {id}. En outre

[ HK | = [H]| - |K| =2n,
et D,, est isomorphe a un produit semi-direct interne Z/nZ x Z/2Z.

3. (groupes de petit cardinal) On a désormais en main les outils qui per-
mettent de déterminer (& isomorphisme pres) tous les groupes finis de
petit cardinal.
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Détails. (groupes de petit cardinal. Cardinal premier 1, 2, 3, 5, 7, 11,
13 un seul groupe. Cardinal p* c’est commutatif il y a Z/p2 et Z/p x Z/p
pour 4, 9.

Cardinal 6 : abélien = cyclique et une seule autre possibilité (=D3 = S3).

Cardinal 8 : on a Dy et les quaternions Hg, qui sont non-isomorphes (par
ex groupes distingués différents) et sont les seuls non abéliens.

Cardinal 10 : commutatif = cyclique et sinon uniquement Ds.

Cardinal 12 : abélien on a Z/12, Z/6 X Z]2, Z)3 X Z/2 x Z]2. En non
commutatif on a Dg, Uy, et un produit semi-direct 7./3 x Z /4.

12 Anneaux : propriétés de base

Définition 12.1. Soit A un ensemble,
+:AxA— A
et
G AXA— A

deux lois de composition internes. On dit que le triplet (A, +, -) est un anneau
(unitaire) si les axiomes suivants sont satisfaits :

(1) La paire (A, +) est un groupe Abélien.

(2) La paire (A, -) satisfait la loi d’associativité :
a-(b-c)=(a-b)-cVabceA

(3) Il existe un élément 1 € A tel qu’on ait
l-a=a=a-1VaecA

(4) On a
(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
et
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)Va,bce A
L’axiome 12.1 (4) s’appelle la loi de distributivité. Un élément 1 comme
dans l'axiome 12.1 (3) est appelé élément neutre pour la multiplication. On

note 0 I’élément neutre pour 'addition +. Pour alléger la notation, on va se
permettre de supprimer le symbole - quand il n’y a pas d’ambiguité :

ab aulieude a-b

Aussi, on parlera simplement de “I’anneau A” au lieu de “I’anneau (A, +,-)”.
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Exemples 12.2. (a) Rappelons qu’on note Z, Q, R les ensembles des
nombres entiers, rationnels, et réels, respectivement. Munis des lois d’addition
et de multiplication que tout le monde connait, ces objets sont des anneaux.

(b) Rappelons qu’on note N I’ensemble des nombres naturels. On peut le
munir des lois d’addition et de multiplication que tout le monde connait.
Mais (N, +, ) n’est pas un anneau puisque (N, +) n’est pas un groupe.
Définition 12.3. Soit A un anneau. On dit que A est commutatif, si
ab=baVabe A

Donc, tous les anneaux qu’on a considérés dans 'Exemple 12.2 (a) sont
commutatifs. Mais il existe des anneaux qui ne sont pas commutatifs.

Exemple 12.4. L’anneau (M(R), +, ).
On rappelle que

A@®y2{<zz)uuw@eR}

admet deux lois internes de composition, 1’addition et la multiplication des
matrices. (Mz(R),+) est un groupe Abélien, (M (R), -) satisfait la loi d’asso-
ciativité, et I’élément neutre pour la multiplication est donné par la matrice

(0 4)

En plus, la loi de distributivité est également satisfaite. Donc, (Ms(R), +,-)
est un anneau. Il n’est pas commutatif (exemple 7). On définit trois matrices

01 01
a=(p o) x=(01)

AX:(Ol):A:AY

et Y := 1. Alors,

0 0

On voit donc : AX = AY, mais X # Y. L’analogue de la Proposition 77
pour les anneaux est donc faux en général. (Voir la Proposition 12.8...)

Proposition 12.5. Soit (A, +,-) un anneau.
(a) Il n’y a qu’un seul élément neutre pour la multiplication.

(b) Soient a,b € A. Alors,
a-0=0=0-a, a(=b) = —ab = (—a)b
En particulier, a(—1) = —a = (—1)a.
Démonstration.  (a) Supposons que e € A, et que

eca=a=aeVacA
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Onaalorse=1-e=1.

(b) a0+ a = a0+ al = a(0+ 1) = a grace a la loi de distributivité, donc
a0 = 0 d’apres la Proposition ?? ((A,+) est un groupe !). Pareil pour Oa.
a(=b) + ab = a(—=b+ b) = a0 = 0 toujours grace a la loi de distributivité,
donc a(—b) = —ab. Pareil pour (—a)b. C.Q.F.D.

Définition 12.6. Soit A un anneau.
(a) On dit que A est intégre si 1 # 0, et si
ab#0Va,be A—{0}
(b) On dit que A est un corps si 1 # 0, et si
Vac A—{0}dbec A, ab=1
Dans la situation de 12.6 (b), si ab = 1, alors ba = 1 : en fait, b # 0 car

a0 = 0 # 1. Puisque A est un corps, on trouve alors ¢ € A avec bc = 1.
Alors,

c=1lec= (ab)c =a(bc) =al =a

Donc : dans un corps A, il n’y a pas de différence entre inverse a gauche
et inverse a droite. On parle donc simplement de l'inverse d’'un élément ;
I'inverse de a € A — {0} est noté a™'.

Proposition 12.7. Tout corps est intégre.

Démonstration.  Soit A un corps, a,b € A tels que ab=0. Si b # 0,
0=0'=ab'=al=ua
Sia#0,
0=a'0=altab=1b=10
C.Q.F.D.

Proposition 12.8. Soit A un anneau integre, a,z,y € A, a # 0.
(a) La relation ax = ay implique x = y.
(b) La relation xa = ya implique x = y.

Démonstration.  ax = ay implique a(z —y) = 0. Puisque A est integre,
et a # 0, on conclut que x — y = 0. Pareil pour xa = ya. C.Q.F.D.

Donc : 'analogue de la Proposition 77 est vrai pour les anneaux integres.

Exemples 12.9. (a) Z, Q, et R sont des anneaux (commutatifs) integres.
Q et R sont méme des corps (commutatifs).

(b) Ms(R) n’est pas integre car d’apres 'Exemple 12.4, la conclusion de la
Proposition 12.8 ne vaut pas dans Ms(R).
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Corollaire 12.10. Soit A un anneau avec 1 # 0.
(a) Les énoncés suivants sont équivalents :

(1) A est intégre.
(2) Pour tout a € A — {0}, Uapplication

meg:A— A, x — ax
est injective.
(b) Les énoncés suivants sont équivalents :

(1) A est un corps.
(2) Pour tout a € A — {0}, Uapplication

me:A— A, x — ax

est surjective.

(3) Pour tout a € A — {0}, Uapplication
meg:A— A, x — ax
est bijective.

Démonstration.  (a) (2) = (1) : a € A—{0}. m, étant injectif, 0 est
le seul antécédent de 0 sous m,. Donc, b # 0 implique ab # 0. A est donc
integre.

(1) = (2) : Supposons A integre. Soient a € A — {0}, z,y € A tel que

ax = mq(r) = ma(y) = ay
D’apres la Proposition 12.8 (a), z = y. m, est donc injectif.

(b) (2) = (1) : a € A—{0}. m, étant surjectif, 1 admet un antécédent
b sous m,. Donc, 1 = mg(b) = ab.

(3) = (2) : Clest évident.

(1) = (3) : a € A—{0}. D’apres la Proposition 12.7, A est integre.
Donc, m, est injectif d’apres (a). Soit b € A. Alors, ¢ := a~'b satisfait

me(c) =ac=aa 'b="0

C.Q.F.D.
Théoréme 12.11. Soit A un anneau intégre, #A < oco. Alors, A est un
coTps.
Démonstration.  Soit a € A — {0}. D’apres le Corollaire 12.10 (a),
me:A— A, zr+— ax

est injectif. A étant un ensemble fini, m, est donc bijectif. D’apres le Corol-
laire 12.10 (b), A est un corps. C.Q.F.D.
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Définition 12.12. Soit A un anneau.
(a) Un élément a € A est appelé inversible s'il existe b € A avec ab =1 = ba.
(b) L’ensemble des éléments inversibles de A est noté A*.

Exemple 12.13. Pour A = 7Z, quels sont les éléments inversibles 7 On
en voit tout de suite deux : 1 et —1 (qui sont en plus leurs propres inverses).
Soit n € Z, et supposons qu’il existe m € Z tel que mn = 1. Alors, n # 0 et
m #0. Si |n| > 1, alors

|mn| = [m||n|>1
contrairement a notre hypothese. Donc, |n| = 1. On en conclut que Z* =
{1,—-1}.
Proposition 12.14. Soit A un anneau. Alors, (A*,-) est un groupe.

Démonstration.  Clairement 1 € A*. Soient a,a’ € A*. On trouve donc
bt € A avec

ab=ba=db =bda =1
Alors
(ad")(U'b) = a(ad'b )b =ab=1=bd =¥V (ba)d’ = (V'b)(aa’)

Donc, aa’ admet b'b comme inverse, et appartient donc a A*. En plus, b € A*
car ba = 1 = ab. La loi d’associativité est satisfaite dans A* puisqu’elle I'est
dans A. C.Q.F.D.

Exemple 12.15. Pour A = M(R), on trouve A* = GLy(R).

Proposition 12.16. Soit A un anneau. Les énoncés suivants sont équiva-
lents :

(1) A est un corps.
(2) A* = A—{0}.

Démonstration.  Notons d’abord que les deux hypotheses (1) et (2)

impliquent que 1 # 0. On applique alors la définition d’un corps.
C.Q.F.D.

Définition 12.17. Soient A un anneau, X une indéterminée. On définit

N
AX]=={) a,X"|N €N, a, € A}
n=0

On définit 'addition et la multiplication
+: AX] x A[X] — A[X]
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et
- A[X] x A[X] — A[X]

D an X"+ b X" =) (an +b,)X

par les regles

et
Z%X" Zb X" '—chxn

avec ¢p, = » .. agh. Le trlplet (A[X],+,-) est appelé lanneau des
polynomes en une variable sur A.

Proposition 12.18. Soient A un anneau, X une indéterminée. Alors,
(A[X],+,-) est un anneau.

Démonstration.  Puisque 'addition des polynomes se fait “composante
par composante”, on voit facilement que (A[X],+) est un groupe Abélien.
Le polyndme constant 1 = 1X° est I’élément neutre pour la multiplication.

Il reste a vérifier la loi d’associativité pour la multiplication, et les lois de
distributivité.

Soient alors Y a, X", > b, X" et > c, X" € A[X]. On a

(Do @XM (QobaX") = 32D ah) X"

n  k+l=n
et donc,

(Canx) (b ex) =Y Y ahen) X"

n  k+l+m=n
Le méme calcul montre que cette expression est égale a

O anXm)( Z b, X" ( Z c X™))

n

On a également

O anX™) D b X"+ X"y =D (D ap(bi+ ) X"

n  k+l=n
Grace a la distributivité dans A, cette derniere expression est égale a

Z( Z akbl X" +Z Z akcl

n  k+l=n n  k+l=n
et donc, a
O anX™) (O b X") + (O anX") (D caX™)
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Pareil pour montrer que
O an X"+ 5, X" (> cX™)
est égal & ’ ’ ’
(Q_anX™) (D eaX") + (D 0aX") (D cnX")
’ ’ ’ ’ C.Q.F.D.

Remarque 12.19. Par récurrence, on voit donc que pour tout anneau
A et tout n > 1,

A[X1, Xo, ., X = ALK XS] (X

est un anneau. Il est facile de voir que A[X;, X,...,X,] est I'ensemble
des polynomes en n variables, muni des lois d’addition et de multiplication
habituelles.

13 Homomorphismes, idéaux et anneaux quo-Jj
tient

Ce chapitre ressemblera fortement au chapitre 7?7 : la notion d’idéal cor-
respond a celle de sous-groupe distingué, et les anneaux quotient sont les
analogues des groupes quotient.

Définition 13.1. Soient A, B deux anneaux, avec éléments neutres pour
les multiplications 14 et 1. Une application

a:A— B

est appelée homomorphisme (d’anneaux) si
Vay,as € A, ol +az) =a(ar) +afaz) et alaiar) = alar)alas)
et si a(la) = 1p. L’ensemble des homomorphismes de A vers B est noté

Hom(A, B)

Si A = B, et a € Hom(A, A), on dit que « est un endomorphisme (de
lanneau A).

Définition 13.2. Soient A, B deux anneaux, et « € Hom(A, B).
(a) a est un épimorphisme (d’anneauz) si « est surjectif. On écrit
a:A—» B
« est un monomorphisme (d’anneauz) si a est injectif. On écrit

a:A— B
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« est un isomorphisme (d’anneauz) si «v est bijectif. On écrit

a:A——B
SiA=B,et a: A—> A, on dit que « est un automorphisme (de l’anneau
A).
(b) On dit que A est isomorphe a B, et on écrit A = B s'il existe un isomor-
phisme de A vers B.

(c) On définit I"image de o comme
ima :={a(a)|a € A} C B
On définit le noyau de o comme

kera:={a € Alala)=0(e B)} C A

Définition 13.3. Soient A un anneau avec élément neutre pour la mul-
tiplication 14, et B C A un sous-ensemble. B est appelé sous-anneau de A
si les axiomes suivants sont satisfaits :

(1) (B, +) est un sous-groupe de (A, +).
(2) biby € BY bl,bQ € B.
(3) 14 € B.

Tout sous-anneau B d'un anneau A, muni des mémes lois internes de
composition + et -, est donc un anneau. En plus, 'inclusion B < A est un
monomorphisme d’anneaux.

Exemples 13.4. (a) Soit n € Z. La multiplication par n

Tl — 4, zZr—>nz
est alors un endomorphisme du groupe (Z, +) (voir 'Exemple 5.3 (a)). Par
contre, le seul n tel que 7, soit un endomorphisme de 'anneau (Z, +, -), est
n =1 : m, doit envoyer 1 vers 1, ce qui est le cas si et seulement si n = 1.
m, est alors égal a I'identité idy.
(b) L’application
det : M2 (R) — R
respecte la multiplication :
\ Al,Az € MQ(R) , det(A1A2> = det(Al) det(Ag)
Mais det n’est pas un homomorphisme d’anneaux car
VAe My(R), det(—A)=det(—1I)det(A) =det(A)

donc, si det(A) # 0, on a det(—A) # —det(A). On voit ainsi que det n’est
pas un homomorphisme de groupes (M(R), +) — (R, +).
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(c) Soit A un anneau, avec élément neutre pour la multiplication 14. On
rappelle I'application

FYIA:Z—>A

de I'Exemple 8.4 (a). Celle-ci envoie i € Z vers il4 (Définition 77, et la
remarque qui lui suit — on l'applique au groupe (A, +), qui a 'addition
comme loi de composition). Sii > 1,914 est donc égal a 14+ 14+ ...14 (¢
fois), si1 < —1,

ila = —((=i)1a)
et si 1 =0, alors 114 = 0. Ceci montre en particulier que

Vi,j €Z, ’71A(i +j) - ’YIA(Z.) +71A(j> et ’YlA(ij) - /ylA(i)rylA(j)
Par définition, on a v,,(1) = 14. L’application 7, est donc un homomor-
phisme d’anneaux.

(d) Soit A un anneau, x € A tel que Va € A, ax = za. On définit une
application

. AX] — A, ZanX” — Zanx”

(avec 7,(1) = 7,(XY) = 2% = 1). Alors, 7, est un homomorphisme d’anneaux :

solent »_ a, X", > b, X" € A[X]. Alors,

T, (Z a, X" + Z an”) =T, (Z(an + bn)Xn> = Z(an + by)z”

n n n

Grace a la distributivité dans A, cette expression est égale a
Z apx" + Z b =1, (Z a, X") + 7, (Z an")
D’une part,
Ta ((Z anX") (Z an")) =T, (Z ch”) = Z "

avec ¢, = » .., axb;. D’autre part,

T (Z anX")T:C (Z an”) = (Z anx") (Z bnx") = Z( Z akxkblxl)
n n n n n  k+l=n
Cette derniere expression est égale a
Z( Z akblxkxl) = chx”
n  k+l=n n
car x commute avec tout élément de A. Finalement,

(1) = (X%) =2 =1
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(e) Soit & : A — B un homomorphisme d’anneaux. D’apres la Proposi-
tion 13.5 (c) (voir ci-dessous), im «v est un sous-anneau de B. Alors, « induit
un homomorphisme

A—ima , ar— afa)
Notons-le o/. Par construction, o est surjectif, ¢’est-a-dire un épimorphisme.
En plus, si & est un monomorphisme, alors o/ est un isomorphisme :
o't A" ima
Proposition 13.5. Soient A, B deux anneauz, et o« € Hom(A, B).
(a) a envoie I’élément neutre 04 de (A, +) vers [’élément neutre Op de (B, +).
(b)VaeA, a(—a) =—a(a).
(c) ima est un sous-anneau de B. Plus généralement,
a(A) :={a(d)|d € A} C B
est un sous-anneau de B pour tout sous-anneau A’ de A.
(d) ker o est un sous-groupe de (A,+), et
Va,be A, v € kera, axb € ker «

(e) o est un monomorphisme ssi kera = {04}.
(f) « est un isomorphisme ssi 3 € Hom(B, A),

f-a=idy: A— A et a-f=idg:B—B.

Démonstration.  (a) et (b) résultent de la Proposition 5.5 (a), (b).
(c) (a(A"),+) < (B,+) d’apres la Proposition 5.5 (¢). Soient a},a), € A’
Alors, a(a))a(ay) = a(alaQ) € a(A’). Finalement, 15 = a(14) € a(A").
(d ) keraw < (A, +) d’apres la Proposition 5.5 (d). Soient a,b € A. Pour
tout = € ker a,
alazrb) = a(a)a(x)a(b) = ala)0pa(b) = 0p

c’est-a-dire axb € ker a.

(e) Ceci résulte de la Proposition 5.5 (e).

(f) Supposons que « est bijectif. Soit 5 : B — A l'application inverse.
On a donc

f-a=idy: A— A et a-f=idg:B—B.

D’apres la Proposition 5.5 (f), 5 est un homomorphisme de groupes (B, +) —
(A,+). En plus, B(1p) = 14 car a(14) = 1p. Il reste donc a montrer que

Vbi,bo € B, PB(biba) = B(b1)B(b2)
« étant injectif, cette égalité résulterait de

Vbi,bo € B, a(B(biby)) = a(B(b1)B(b2))
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Calculons le coté gauche : «(B(b1bs)) = biby puisque « - f = idp. Quant au
coté droite,

a(B(b1)B(b2)) = a(B(b1))a(B(b2)) = biby
car « € Hom(A, B), et car a - = idp. C.Q.F.D.

Définition 13.6. Soient A un anneau, et I C A. On dit que I est un
idéal de A, si I est un sous-groupe de (A, +), et si pour tout a,b € A et
xr€l,onaaxbel.

Corollaire 13.7. Soient A, B deur anneauz, et « € Hom(A, B). Alors,
ker v est un idéal de A.

Démonstration. D’apres la Proposition 13.5 (d), ker « a la propriété
caractérisant les idéaux de A. C.Q.F.D.

Exemples 13.8. (a) Soit A un anneau. Alors, {0} et A sont des idéaux
de A. Si {0} et A sont les seuls idéaux, et si A # {0}, on appelle A un
anneau simple.

(b) Soit A un anneau. Alors, le seul idéal I contenant 1 est égal & A : en
effet, soit a € A. Alors, a =al € I.

(c) Soit K un corps. Alors, K est un anneau simple : soit I C K un idéal
non-nul. On choisit 0 # z € I. Puisque K est un corps, x admet un inverse
1. Donc, 1 € I, et on applique (b).

(d) Considérons l'anneau Z, et fixons n € Z. Le sous-groupe nZ de (Z,+)
est alors un idéal : si x € Z est un multiple de n, alors ax est un multiple
de n pour tout a € Z. Puisque 'on sait que tout sous-groupe de Z est de la
forme nZ, on a montré en particulier : tout sous-groupe de Z est un idéal.

Proposition 13.9. Soit A un anneau.

(a) Soient I; des idéaux de A. Alors, leur intersection
m Ij CA
J

est un idéal de A.
(b) Soient Iy, I des idéauz de A. Alors, leur union

11U]2CA

est un idéal de A si et seulement si I C Iy ou Iy C 1.

Démonstration.  (a) D’apres la Proposition 3.5 (a), N;I; est un sous-
groupe de A. Soient a,b € A et x € N;I;. Alors, Vj, axb € I;, donc
axb € N;1;.

(b) Supposons d’abord I; C I5. Alors, I) U Iy = I5, ce qui est un idéal de
A. Pareil si I, C I;. Supposons maintenant que I; U [ est un idéal de A.
C’est donc en particulier un sous-groupe. D’apres la Proposition 3.5 (b), on

adonc Iy C Iy ou Iy C 1. C.Q.F.D.
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Définition 13.10. Soient A un anneau, et M C A un sous-ensemble.
On pose

(Mg = () I

McCI idéal de A

D’apres la Proposition 13.9 (a), (M) 4 est un idéal de A. C’est le plus petit
idéal de A contenant I’ensemble M. Il est appelé lidéal de A engendré par
M.

Quand il n’y a pas d’ambiguité quant a I'anneau A, on écrit (M) au lieu
de (M)4. Etant donné plusieurs sous-ensembles M, My, M3, ... de A, on
éerit (My, My, M, ...) au lieu de (M; UMy U M3 U...). On écrit (a,b,c,...)
au lieu de ({a,b,c,...}). Comme ceci a été le cas pour les groupes, un cas
particulier, mais trés important concerne les idéaux de la forme (a), c’est-a-
dire ceux engendrés par un seul élément :

Définition 13.11. Soient A un anneau, et I C A un idéal. [ est appelé
idéal principal s'il est de la forme I = (a), avec un élément a de A.

Exemple 13.12. Attention ! En général, le sous-groupe < a > de (A, +)
engendré par a est strictement plus petit que 'idéal (a) engendré par a.
Prenons A = Q et a = 1. Alors, < 1 > est égal a Z C Q. Mais (1)g = Q
d’apres ’'Exemple 13.8 (c).

Définition 13.13. Soient A un anneau, et I, J C A deux idéaux.
(a) La somme de I et J est définie comme

I+J:={s+yecAlzecl,yeclJ}
(b) Le produit de I et J est défini comme
IJ:=(xyecAlzel,yed)a

Proposition 13.14. Soient A un anneau, et I,J C A deux idéaux.
(a) I +J et IJ sont des idéaur de A. I+ J est l'idéal engendré par I et J.
(b) On a les inclusions

IJcIind e I.,JCI+J

Démonstration.  (a) Le produit est défini comme l'idéal engendré par
un certain ensemble ; c’est donc un idéal. Quant a la somme I + J, elle
contient 0 + 0 = 0, et n’est donc pas vide. Soient z,2' € I et y,y/ € J, et
considérons = + y, 2’ +y € I + J. (I,+) et (J,+) étant des sous-groupes,
rx+a',—x € lety+y,—y € J. Donc, lasomme x+y+a'+y = z+2'+y+y
(on rappelle que (A, +) est Abélien !) et —(x+y) = —x — y appartiennent a
I+ J. I+ J est donc un sous-groupe de (A, +). Soient en plus a,b € A. I et
J étant des idéaux, axb € I et ayb € J. Donc, a(x+y)b = axb+ayb € I+ J.
Soit enfin K 1'idéal engendré par I et J. Il contient I et J, donc également
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tout élément de la forme = +y, avec x € [ et y € J. Donc, [ +J C K.
Réciproquement, I + J est un idéal contenant I et .J, donc également I'idéal
engendré par [ et J.

(b) Soient x € I et y € J. Alors, x € A, et puisque J est un idéal, zy € J.
Pour la méme raison, xy € I. Donc, I N J contient tous les zy, avec x € [
et y € J. Puisque I N J est un idéal (Proposition 13.9 (a)), il contient donc
I'idéal I.J engendré par les zy, avec x € [ et y € J.

ICclI+Jcar0eJ,etz=2+0,Vael. Pareil pour J C I+ J.

C.Q.F.D.

Exemples 13.15. (a) On considere 'anneau Z, et deux idéaux nZ et
mZ (voir 'Exemple 13.8 (c)). Alors,

nZ N mZ = ppem(n, m)Z

(nZ)(mZ) = nmZ
et
nZ + mZ = pgced(n, m)Z

En fait, x € Z appartient a nZNmZ si et seulement si x est divisible a la fois
par n et par m, ce qui est le cas si et seulement si ppcm(n, m) divise z. La
formule pour le produit (nZ)(mZ) est évidente. Pour la somme, remarquons
d’abord que pgcd(n,m) divise n et m. Donc, pged(n,m)Z contient n et
m, et donc, l'idéal engendré par n et m. Réciproquement, nZ + mZ O
pged(n,m)Z : d’apres l'algorithme d’Euclide, on trouve a,b € Z tels que
an + bm = pgcd(n, m). Donc, pged(n, m) appartient a I'idéal engendré par n
et m.

(b) Dans la situation de (a), supposons que pgcd(n,m) = 1. Alors,
nZ NmZ = (nZ)(mZ) = nmZ
et
nZ +miz =17

Puisque pour tout anneau A, le groupe (A, +) est Abélien, tout idéal I de
A est un sous-groupe distingué de (A, +). On peut donc former le quotient
A/I, qui est a nouveau un groupe par rapport a ’addition (Théoréme 7.9).

Théoréme 13.16. Soit (A, +,-) un anneau, et I C A un idéal.
(a) La régle
(a1+])-(a2—|—l) = (al-ag)—i—l

définit une loi de composition - sur A/I. (A/I,+,") est a nouveau un anneau.
Son élément neutre pour la multiplication est 1+ 1 € A/I.

(b) L’application
T A— A/l ,ar—a+1
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est un épimorphisme d’anneauzr. On a kerm = 1.

Définition 13.17. Dans la situation du Théoréme 13.16, on appelle A/
l’anneau quotient de A par I, et

T:A—» A/l

I’épimorphisme canonique de A vers A/I.

Démonstration du Théoréme 13.16.  (a) Il s’agit d’abord (et surtout...)
de prouver que I'application

A/I X A/I — A/I , (a1 +I,CL2 +I) — (alag) + 1

est bien définie. Autrement dit, que pour ay, a}, as,ah € A aveca;+1 = a)j+1
etag+I=a,+1,ona

(araz) + I = (afay) + I
On a a; — al,as —aj € I. Donc,
aras — ajay, = ay(ay — ay) + (ag — al)a, € I
car [ est un idéal, et donc, (ajas) + I = (a}a}) + I. Donc,
A/l x AJT — A/l
est effectivement bien définie, et donc une deuxieme loi de composition sur
A/Ii’axiome 12.1 (1) est satisfait puisqu’il ne concerne que l'addition ; on

applique le Théoreme 7.9 (a). Les axiomes 12.1 (2)—(4) pour (A/I,+,)
résultent de ceux pour (A, +, ).

(b) D’apres le Théoreme 7.9 (b), 7 est un épimorphisme de groupes, de noyau
I. D’apres (a), il respecte les éléments neutres pour la multiplication. Par
définition de la multiplication dans A/I,

Val,ageA, (a1a2)+I:(a1+[)(a2+I)
C.Q.F.D.

Théoréme 13.18 (Propriété universelle de 'anneau quotient).
Soient Ay un anneau, et I C Ay un idéal. Notons w l’'épimorphisme cano-
nique de Ay vers Ai/I. Soit Ay un anneau.

(a) Soit « € Hom(A;, Ay), et supposons que
I C ker«
c’est-a-dire V x € I, a(x) = 0. Alors, il existe une unique application
a: Al — Ay

telle que a = & - (- = la composition des applications). & est un homomor-
phisme d’anneaur A /I — A,.
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(b) La régle oo — & induit une application
{a € Hom(A;, A2) | I C kera} — Hom(A;/I, As)

Cette application est bijective. Autrement dit : se donner un homomorphisme
AyJI — Ay revient a la méme chose que se donner un homomorphisme
Ay — Ay qui est trivial sur I.

Démonstration.  (a) La propriété universelle du groupe quotient montre
I’existence et 1'unicité de l'application a. Elle montre aussi que & est un
homomorphisme de groupes (A;/I,+) — (A, +). On a

Vace Ay, ala+1)=ala)
Pour montrer que & est méme un homomorphisme d’anneaux, on fait comme
dans la preuve du Théoreme 13.16.

(b) Imiter la preuve de 7.12 (b). C.Q.F.D.

Théoréme 13.19 (Théoreme d’homomorphie). Soient Ay et As deux
anneauz, et « € Hom(Ay, Ay). (D’aprés le Corollaire 13.7, ker o est un idéal
de Ay.) Notons w ’épimorphisme canonique de Ay vers A/ ker a.

(a) 1l existe une unique application
B A/ kera — Ay
telle que o = (- . [ est un homomorphisme d’anneauz.

(b) B est injectif, et donc, un monomorphisme d’anneauz A;/ker o — A,.
(¢) B induit un isomorphisme

Aj/kera —= im«
Démonstration.  (a) Ceci résulte de la propriété universelle 13.18 (a),
appliquée a I := ker . On a donc
Vae A, fla+kera)=a(a)

(b) Prouvons que ker 8 est trivial : soit a € A; tel que f(a + kera) = 0.
D’apres (a), ceci veut dire que a(a) = 0, et donc, que a € ker . Autrement
dit,

a-+kera =0+ ker o

est 1’élément nul de A;/ker a.
(c) Appliquer I'Exemple 13.4 (e) a la situation dans (b). C.Q.F.D.

Exemples 13.20. (a) Soit A un anneau,
Ty - 7 — A

I'homomorphisme d’anneaux de ’Exemple 13.4 (c). Si 7, est injectif, alors
Y, Z — A est un monomorphisme. Sinon, le noyau kery; , est strictement
plus grand que {0}. D’apres le Corollaire 13.7, ker v, , est un idéal de Z, donc
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(voir Exemple 13.8 (d)) de la forme nZ, avec n € Ns;. D’apres le Théoreme
d’homomorphie, v;, induit donc un monomorphisme Z/nZ — A (qui envoie
1 vers 14).

(b) Mais qui est donc cet anneau quotient Z/nZ, pour n € N>y ? On sait
qu’en tant qu’ensemble,

ZInZ ={x+nZ|x € L}

Cet ensemble a n éléments, que l'on peut représenter par les classes de
0,1,...,n—1modulo n (voir 'Exemple 8.4 (d)). La loi d’addition sur Z/nZ
est

(x+nZ)+ (y+nZ) = (x+y)+nZ
et la loi de multiplication est
(x +nZ)(y +nZ) = (xy) + nZ

L’élement neutre pour ’addition est 0 + nZ, I’élement neutre pour la multi-
plication est 1 + nZ.

(c) Quels sont les éléments inversibles dans 'anneau Z/nZ, pour n € N> 7
Soit alors x € Z. D’apres la Définition 12.12, sa classe x + nZ est inversible
(en tant qu’élément de Z/nZ) si et seulement si

JyeZ, xy+nZ = (x+nZ)(y+nZ)=1+nZ
c’est-a-dire
dyeZ,xy=1 modn

On se propose de montrer : ceci est le cas si et seulement si pged(z,n) = 1.
En fait, si n divise (xy — 1), aucun diviseur non-trivial de n ne peut diviser
xy, donc pged(x,n) = 1. Réciproquement, supposons que pged(x,n) = 1.
D’apres I'algorithme d’Euclide, on trouve y,m € Z tels que zy + nm = 1.
Donc, zy =1 mod n. On a donc montré : le groupe des éléments inversibles
(Z/nZ)* est égal a

{r+nZ|x€Z, pgcd(x,n) =1} C Z/nZ
conformément a la notation introduite dans I’Exemple 7?7 (a).

Proposition 13.21. Soient A un anneau, et J C A un idéal. On note
T A— AJJ
[’épimorphisme canonique.
(a) Soit I un idéal de A/J. Alors, sa pré-image
7= {ac A|n(a) € I}
est un idéal de A.
(b) La régle I — 711 est une application
7 v I |1 idéal de A)JY — {I|I idéal de A}
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7 est injectif, et un idéal I C A est de la forme I ssi I contient J.
Donc : 7t induit une bijection
7t I |1 idéal de A)JY — {I|I idéal de A contenant J}
La réciproque de cette bijection est donnée par
7(l)«— 1
Démonstration.  On imite fidelement la démonstration de la Proposi-

tion 7.13. C.Q.F.D.

Exemple 13.22. La Proposition 13.21 permet notamment d’identifier
les idéaux de 'anneau Z/nZ, pour n € Ns; : ils sont en bijection avec les
idéaux de Z contenant nZ. On sait (voir I’'Exemple 13.8 (d)) que tout idéal
de Z est de la forme mZ, pour m € N. On a

nZ C mZ <= n € mZ <= m|n

Donc, les idéaux de Z/nZ sont parametrisés par les diviseurs de n ; tout idéal
de Z/nZ est de la forme mZ/nZ, pour m € N, avec m | n.

Théoréme 13.23 (Lemme Chinois). Soient A un anneau, et I,J C A
deux idéaux tels que I + J = A. Alors,

A/(INJ)=A/Tx AT
Sien plus IJ = JI (par exemple, si A est commutatif), alors INJ =1J.

On retrouve comme cas particulier le Lemme Chinois pour 'anneau A =
Z (Théoreme 9.3) : soient m,n € Nsj, et supposons que pged(m,n) = 1.
D’apres 'Exemple 13.15 (b), ces hypotheses impliquent

nZ N\ m#Z = nmi.

et
nZ +mi# = 7
Donc, d’apres le Théoreme 13.23,
Z/nmZ = 7/n7 X L]mZ
Démonstration du Théoreme 13.23.  On considere I’homomorphisme
a:A— A/l x A/, ar— (a+1,a+ J)

Déterminons le noyau de « : soit a € A. Alors,
ackera<= (a+1l,a+J)=(0+1,0+J)c A/JIxA/J <= a€clectacJ

ce qui équivaut a a € I NJ. Donc, keraa=1NJ.
Le Théoreme d’homomorphie dit alors que

A/(INJ) = ima
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Soient a,b € A. Puisque I + J = A, on peut trouver x, 2’ € I et y,y’ € J tel
quea=x+yet b=2x2"+1vy. Posons c:=2'+y € A. Alors,

ale)=(c+1,c+J)=(+y+ 1,2’ +y+J)=(y+1,2'+J)=(a+1,b+J)

c’'est-a-dire (a + I,b+ J) € ima. On en conclut que ima = A/I x A/J.

Pour terminer, il reste a montrer que l'inclusion I.J C I N J de la Propo-
sition 13.14 (b) est en fait une égalité si I +.J = A, et si IJ = JI : on a par
distributivité

INJ=AINJ)=I+)INJ)=IINJ)+JINJ)CIJ+JI=1J
C.Q.F.D.

14 Anneaux principaux, anneaux Euclidiens,
anneaux factoriels

Définition 14.1. Soit A un anneau commutatif. A est dit principal si A
est integre, et si tout idéal de A est prinicipal (voir Définition 13.11).

Définition 14.2. Soit A un anneau commutatif. A est dit Fuclidien si
A est integre, et s’il existe une application

p:A-—{0} — N
tel que Va,b € A— {0} J¢q,r € A,
a=gb+r et (r=0 ou ¢(r) < e))
(division Fuclidienne par rapport a ).

Définition 14.3. Soient A un anneau commutatif, et z € A—{0}. L'élé-
ment x est dit irréductible si x n’est pas inversible, et si la relation x = uv,
avec u,v € A implique que u ou v est inversible.

Exemple 14.4. Dans A = Z, les éléments irréductibles sont exactement
ceux de la forme +p, avec un nombre premier p.

Définition 14.5. Soient A un anneau commutatif, et a,b € A. On dit
que a et b sont associés I'un a l'autre s’il existe u € A* tel que b = ua. On
écrit alors a ~ b.

La relation ~ est clairement une relation d’équivalence sur A. Si a ~ b,
alors a est irréductible si et seulement si b I'est.

Définition 14.6. Soit A un anneau commutatif.

(a) On dit que A admet la factorisation si tout élément non-inversible a €
A — {0} peut se représenter comme produit d’éléments irréductibles :

a=mx-T,, avec ry,...,x, € A irréductibles
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(b) On dit que A admet la factorisation unique s'il admet la factorisation, et
si toute identité

ml"'mr:yl"'ys
entre produits d’éléments irréductibles implique que r = s, et que x; ~ Y,
pour une permutation o € &,.

(c¢) On dit que A est un anneau factoriel si A est integre, et s’il admet la
factorisation unique.

Théoreme 14.7. Tout anneau FEuclidien est principal.
Théoreme 14.8. Tout anneau principal est factoriel.
On verra les démonstrations plus tard.

Exemples 14.9. (a) L’anneau Z est Euclidien : on définit
0:Z—{0} — N, z+—— | 2|

Pour a,b € Z — {0}, on définit ¢ := [%}, le plus grand nombre entier qui est
inférieur ou égal a §. Alors, 7 := a — gb € Z est contenu entre 0 et b — 1 si
b> 0 ; r est contenu entre b+ 1 et 0 si b < 0. D’apres les Théoremes 14.7 et
14.8, Z est principal, donc factoriel. En fait, on le savait déja : tout idéal de
Z est de la forme nZ (Exemple 13.8 (d)), donc principal, et Z est factoriel
parce que tout le monde le sait.

(b) Soit K un corps commutatif. L’anneau K[X] est alors Euclidien, donc
principal, donc factoriel : on définit

p:=deg: K[X] - {0} — N, f+— deg(f)
Ici, la division Euclidienne est la division classique des polynomes.

Définition 14.10. Soient A un anneau commutatif, et a, b,z € A.
(a) On dit que x divise a, ou que a est divisible par x, et on écrit z |a s’
existe y € A tel que a = zy.
(b) x est appelé un diviseur commun de a et de b si x|a et z|b.
(c) x est appelé un multiple commun de a et de bsi a|x et b|z.
(d) z est appelé un plus grand diviseur commun de a et de b si x est un
diviseur commun de a et de b, et si tout autre diviseur commun de a et de b
divise z. On écrit alors = pged(a, b).
(e) x est appelé un plus petit multiple commun de a et de b si = est un

multiple commun de a et de b, et si tout autre multiple commun de a et de
b est divisible par z. On écrit alors = = ppcm(a, b).

Attention ! En général, I'existence des pgced et ppem n’est pas assurée.
Meéme s’ils existent, il peuvent en exister plusieurs. Exemple : 2 = pged(4, 6),
et —2 = pged(4,6) dans Z. L’équation z“="pgcd(a,b) est donc un abus de
notation en ce que x = pged(a,b) et y = pged(a,b) n’implique pas = = y.
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Cependant, si A est integre, © = pged(a,b) et y = pged(a,b) (pour a,b # 0)
implique que x ~ y (utiliser la Proposition 12.8). Dans un anneau integre,
“le” pged et “le” ppem sont donc uniquement déterminés (s'ils existent) en
tant qu’élements de A/ ~.

Dans un anneau factoriel A, on se sert de la factorisation unique de facon
suivante : on fixe d’abord un systeme X = (z;|¢ € I) de représentants
des classes modulo ~ d’éléments irréductibles. Autrement dit, pour tout
élément irréductible y de A, il existe un unique indice i tel que y ~ x;.
Soit a € A — {0}. En modifiant les facteurs d'une factorisation de a selon
I’observation ci-dessus, on trouve : il existe des exposants «; € N, presque
tous nuls, et u € A* tel que

a=1u- H xgt
1

La factorisation unique montre que les «; et u sont uniquement déterminés
par a. Ceci permet de montrer :

Proposition 14.11. Soient A un anneau factoriel, X = (x;|i € I)
comme ci-dessus, et a,b € A —{0}. Ecrivons

a:u-H:cf” etbz%Hazfi
i i

avec u,v € A* et oy, B; € N.
(a) a|b si et seulement si Vi, o; < ;.
(b) a et b admettent des plus grands diviseurs communs. Plus précisément,

H x;nin(()éiaﬁi) — ngd(CL, b)

(c) a et b admettent des plus petits multiples communs. Plus précisément,

H xznax(aiﬁi) — ppcm(a, b)

Démonstration.  Les parties (b) et (c) sont impliquées par la partie (a)
(considérer la factorisation d’un diviseur ou d’un multiple commun...).

Clairement a divise bsi Vi, a; < f3;. Sia divise b, alors il existe c € A—{0}
tel que b = ac. La factorisation de ¢ est de la forme

c=w- H x)
i
avec w € A* et v; € N. Ceci donne

b=ac=uw- Hw?iﬂi
i

donc a; + v; = (; pour tout i car les ; sont uniquement déterminés par
b. C.Q.F.D.
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Si anneau est méme principal, on peut dire plus :

Proposition 14.12 (Identité de Bézout). Soient A un anneau principal,
et a,be A—{0}.
(a) L’idéal (a,b) est engendré par pgcd(a,b).
(b) 1l existe u,v € A tel que au + bv = pged(a, b).

Démonstration.  (a) implique (b) car tout élément de I'idéal engendré
par a et b est de la forme au + bv, avec u,v € A.

Quant a (a), soit € A un plus grand diviseur commun de a et de b (ceci
existe grace au Théoréme 14.8 et a la Proposition 14.11). Divisons a et b par
x. On obtient deux éléments o', v/ de A avec pged(a’,V') = 1. Soit ¢ € A un
générateur de (a’,'). (A est principal !) Puisque o',V € (c), ¢ est diviseur
commun de a’ et de /. Donc, ¢ divise 1, c’est-a-dire ¢ € A*. Mais 1'idéal
engendré par un élément inversible est tout I'anneau A. Donc, (a/,0') = A.
Multipliant cette équation par x, on obtient

<a7 b) = (CL/.T, blx) = (ngd(CL, b))

Il existe des anneaux factoriels dans lesquels I'identité de Bézout ne vaut
pas !

Exemples 14.13. (a) On considére une racine carrée v/—5 de —5 dans
C, et on pose

Z[\V/—-5] == {a+bV/=5|a,bc Z} Cc C

Z[\/—5] est un sous-anneau de C : on voit facilement que (Z[v/—5],+) est
un groupe. 1 =1+ 0y/—5 € Z[/—5]. Soient a,b,c,d € Z. Alors,

(a+bv—=5)(c+dv—5) = ac+ (b+d)v/—5 — 5bd = (ac — 5bd) + (b+ d)v/—5

appartient & Z[v/—5]. En tant que sous-anneau d’un corps commutatif,
Z[\/—=5] est commutatif et intégre. On se propose de montrer que Z[v/—5]
n’est pas factoriel.

Posons

N :Z[V=5] — N, a+b/=5+— |a+b/=5|% = a® + 5b*
(1) L’application N est multiplicative : Y,y € Z[v/—5], N(zy) = N(z)N(y).
(2) (Z]v/-5) ={1,—-1}(={x € Z[V—5] | N(xz) = 1}) : on a clairment “D”.
Soit alors x € (Z[v/—5])*. 1l existe donc y € Z[v/—5] tel que zy = 1. Donc,
par (1),
1= N(1) = N(z)N(y)

c'est-a-dire N(z) = N(y) = 1 (car les deux appartiennent a N).

(3) Les éléments 3, 2 + /=5 et 2 — /=5 sont irréductibles dans Z[v/—5] :
on observe que ces éléments ont tous l'image 9 sous N. Si par exemple
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3 = xy, avec x,y € Z[/-=5], alors 9 = N(z)N(y). Supposons que ni z
ni y n'est inversible, c’est-a-dire (d’apres (2)) que N(z),N(y) > 2. Leur
produit étant 9, on aurait alors N(z) = N(y) = 3. Ecrivons x = a + by/=5.
Donc, 3 = a? + 5b*. Mais il est impossible de représenter 3 sous cette forme,
avec a,b € Z. On en conclut que x ou y est inversible et donc, que 3 est

irréductible. Pareil pour 2 + v/ —5 et 2 — /—5.
(4) Dans 'anneau Z[v/—5], on a les factorisations
9=3-3=(2+v=5)(2—v=5)

de 9 en produit d’éléments irréductibles. Or, (Z[v/—5])* = {1, —1} (d’apres
(2)), donc 3 n’est associé ni a 2+ +/—5 ni a 2 —/—5. Z[v/—5] n’admet donc
pas la factorisation unique, donc, il n’est pas factoriel.

(b) L’anneau des entiers de Gaufi (C.F. Gau$, 1777-1855). On pose
Zli] :=={a+bi|la,beZ} CC

On montre comme dans (a) que Z[i] est un sous-anneau de C. Il est donc
commutatif et integre. Posons

¢ :Z[i| — N, a+bi— |a+bi|?=ad*+b
1) L’application ¢ est multiplicative.

(1)
(2) Z[i] est Euclidien : soient z,y € Z[i] — {0}. Ecrivons ¥ = s + i, avec
s,t € R, et choisissons m,n € Z tels que

Y

1
|s—m| §§et [t—n]| <

N | =

On pose q :=m + ni € Z[i]. Alors,

N | —

|§—q|2= [(s—m) 4+ (t—=n)i|® = (s —m)® + (t —n)* <
donc avec r 1=z — qy € Z]i]

;w(y) < o(y)

(3) D’apres les Théoremes 14 7 et 14.8, 'anneau Z[i] est principal et factoriel.
(4) (Z[i])* = {1,—-1,i,—i}(= {x € Z[i] | p(x) = 1}) : comme dans (a).
(5)
soi

p(r) = \f—qw( ) <

(Z
5) Soit p € Z un nombre premier. Alors, soit p reste irréductible dans Z[i],
oit

Ja + bi € Z[i] irréductible , p = a® +b* = (a + bi)(a — bi) = p(a + bi)
En effet, soit
p=x1- 1,

une factorisation de p en produit d’éléments irréductibles de Z[i]. D’apres
(4), p n’est pas inversible dans Z]i] ; le nombre r de facteurs est donc au moins
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égal a 1. Sir =1, alors p est irréductible. Sinon, p n’est pas irréductible, et

P’ =¢(p) = o(a1) - p(z,)

(d’apres (1)), avec p(zx) € Z pour tout k. L’unicité de la factorisation dans
I’anneau Z montre que r < 2, et donc, que r = 2. p est donc le produit de
deux éléments irréductibles x; = a + bi et x5 de Z[i]. On a

P* = ¢(p) = p(z1)p(x2)
avec p(x;) € N, i = 1,2. Les z; étant irréductibles, ils ne sont pas inversibles.
Donc, d’apres (4), ¢(z;) > 2, ¢ = 1,2. Leur produit est égal a p?, donc
(anneau Z est factoriel !) ¢(x;) = p, i = 1,2. En particulier,
p=(x1) = pla+bi)=a*+*

(6) On considere les possibles valeurs modulo 4 des nombres premiers. Evi-
demment, aucun nombre premier peut étre congru a 0 mod 4. Par contre, il
existe des nombre premiers congrus a 1 ou 3 mod 4. Le seul premier congru
a 2 mod 4 est égal a 2.

(7) 2 n’est pas irréductible dans Z[i] : 2 = (1 +¢)(1 —4). D’apres (5), 1 +4
et 1 — 7 sont irréductibles. La méme chose est vraie pour —1 — ¢ et —1 4 4.
(8) Tout nombre premier p congru a 3 mod 4 est irréductible dans Z[i] :
sinon, d’aprés (5), on aurait une équation de la forme p = a® + b*, avec
a,b € Z. Mais les carrés dans Z sont congrus a 0 ou 1 mod 4, donc les
sommes de deux carrés ne peuvent étre congrues a 3 mod 4.

(9) On rappelle la formule de Wilson : pour tout nombre premier p,
(p—1!'=-1 modp
(TD ).
(10) Soit p un nombre premier congru a 1 mod 4. On montrera (voir ci-
dessous) que p n’est pas irréductible dans Z][i].
(11) Les éléments irréductibles de Z[i] sont les suivants :
(@) £1+i.
(B) +p, £pi, pour les nombres premiers p congrus a 3 mod 4.
(7) a+bi, a,b € Z tels que a®>+b? = p, pour les nombres premiers p congrus
a 1 mod 4.

(12) 1 reste a démontrer 1’énoncé (10) : un nombre premier p congru a 1
mod 4 n’est pas irréductible dans Z[i] : d’apres (9), on a modulo p :

~1=(p-1)= (1‘2.__]%1) ((p—]%l)-(p—p%g)---(p—l))

ce qui est congru a



modulo p. Le nombre p étant congru a 1 mod 4, ’%1 est pair, donc (—1)prl =

1. Posant m := (51)!, on trouve au total que

m?=—1 mod p

Donc : p|(m?+1) = (m—+1i)(m—1) ; ceci est une relation de divisibilité dans
Z[i]. Cet anneau étant principal, donc factoriel, on raisonne comme suit : si
p était irréductible dans Zi], alors p diviserait m + ¢ ou m — 4. Donc, 'un
des nombres % + ]30 appartiendrait a Z[i], ce qui est absurde.

D’apres (5), il existe donc a, b € Z tels que p = a®+?, et que +a+bi € Z][i]
soient irréductibles. Donc : tout nombre premier congru a 1 mod 4 est la
somme de deux carrés (entiers) !

Démonstration du Théoreme 14.7.  Soit A un anneau Euclidien, avec
¢ : A—{0} — N comme dans la Définition 14.2. Soit [ un idéal. S’il n’y a
pas d’éléments non-nuls dans I, il s’agit de I'idéal engendré par 0, ce qui est
principal. S’il y en a, ’ensemble

M :={¢(z)|z el —-{0}} CN

n’est pas vide. M admet un élément minimal, disons ¢(b), avec b € I — {0}.
On montrera que b engendre I : soit en effet a € I. D’apres la division
Euclidienne par rapport a ¢, on trouve ¢, € A tels que a = gb+7, et tel que
soit 7 = 0, soit ¢(r) < ¢(b). Mais r = a — ¢b appartient a I, donc d’apres le
choix de b, p(r) ne peut étre strictement plus petit que ¢(b). On en conclut
que r = 0, c’est-a-dire, b divise a. Done, I = (b). C.Q.F.D.

On prépare la démonstration du Thoreme 14.8.

Définition 14.14. Soit A un anneau commutatif. A est dit Noethérien
(E. Noether, 1882-1935) si toute chaine d’inclusions d’idéaux de A

LcLcCcl;C...
devient stationnaire :

ko, Yk > ko, Iy = Iy,

Lemme 14.15. Tout anneau Noethérien et integre admet la factorisa-
tion.

Démonstration.  Soit A un anneau Noethérien. Considérons le sous-
ensemble
M :={ae A— (A" U{0})|an’est pas un produit d’éléments irréductibles}

de A. 1l s’agit de montrer que M = (). Supposons que M # () : = € M.
Donc, x ne peut étre irréductible. On trouve alors 2/, 2” € A non-inversibles,
et tels que x = 2’2”. On a 2’ € M ou 2’ € M, disons : =’ € M. Posons
To:=xz,x1:=2". On a

(o) C (21)
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et cette inclusion est stricte — sinon, z” serait inversible. On continue le
raisonnement avec x; au lieu de xy, pour obtenir une chaine infinie d’inclusions
strictes

(mo) - (1'1) C (x2> C...

ce qui est impossible dans un anneau Noethérien. C.Q.F.D.

Lemme 14.16. Tout anneau principal est Noethérien.

Démonstration.  On suppose donnée une chaine d’inclusions d’idéaux
d’un anneau principal A

LCclLclyC...

Posons I := J, Ix ; on montre facilement que ceci est un idéal (voir la
Proposition 13.9 (b)). Puisque A est principal, cet idéal est de la forme
I = (a), avec a € A. Puisque a € |J,, Ii, on trouve un ko tel que a € Ij,.
Donc,

(@) C Iy C Ijys1 C ... C I = (a)
et toutes ces inclusions sont des égalités. C.Q.F.D.

Donc, tout anneau principal admet la factorisation. Il reste a montrer
qu’elle est unique. Pour cela, I'ingrédient central est le suivant :

Lemme 14.17 (Lemme d’Euclide). Soient A un anneau principal,
x € A irréductible, et u,v € A tels que x|uv. Alors, x|u ou z |v.

Démonstration.  On considere 'idéal (z), et 'anneau quotient A/(z).
Dire qu’un élément de A est divisible par x revient a dire qu’il appartient a
(x), ou encore, que sa classe dans le quotient A/(x) est nulle.

Il s’agit donc de montrer que K := A/(z) est inteégre. En fait, on montrera
meéme : K est un corps. Pour cela, notons 7 I’épimorphisme canonique de
A vers K. Soit I # K un idéal de K. D’apres la Proposition 13.21, sa pré-
image I := 7~ '] est un idéal de A différent de A, et contenant (). Puisque
A est principal, I est de la forme I = (y). y € A n’est pas inversible (car
I # A), et y divise x (car x € I) : x = zy. x étant irréductible, z est
inversible, c’est-a-dire y ~ z. Donc, I = (y) = (z), et I'idéal de départ I est
égal a {0}.

Donc, {0} est le seul idéal de K qui n’est pas égal a K. Soit k € K —{0}.
L’idéal (k) n’étant pas nul, il est donc égal & K. Donc, 1 € (k), c’est-a-dire
on trouve k' € K tel que kk' = 1. C.Q.F.D.

Démonstration du Théoréme 14.8.  Soit donc A un anneau principal.
D’apres les Lemmes 14.15 et 14.16, A admet la factorisation. Soit

Ty Ty =Y1° " Ys

une identité entre produits d’éléments irréductibles dans A. Il faut montrer
que r = s, et que z; ~ Y,(;) pour une permutation o € &,. Supposons que
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r < s. On fait une récurrence sur r. Si r = 1, alors 1 = y;...y,. Aucun
des y; étant inversible, on a forcément s = 1 et 1 = y;. Supposons alors
r > 2. xy divise x1...2, = y1...ys, donc d’apres le Lemme d’Euclide, il
divise I'un des facteurs y; : Ju € A, y; = ux;. y; est irréductible, et x; n’est
pas inversible, donc u est inversible, ce qui montre que x; ~ y;, et également,
que

Ty Ty = Y1 Yjo1Yj+1Ys

avec xh := u 'y ~ 5. On applique alors '’hypothese de récurrence.
C.Q.F.D.

Exemple 14.18. L’anneau Z[X]| n’est pas principal : sinon, on pourrait
appliquer I'ldentité de Bézout a I'idéal (2, X) engendré par (le nombre entier)
2 =2X" € Z[X] et la variable X. Soit f € Z[X] un diviseur commun de 2
et de X. Le degré de f est alors égal a 0 (puisqu’il est inférieur ou égal a
celui de 2), c’est-a-dire f est un polynome constant f =n € Z C Z[X]|. n
doit diviser X dans Z[X], donc n = £1. Les seuls diviseurs communs de 2
et de X sont donc les polynomes constants 1 et —1. Donc, 1 = pged(2, X).

Si I'Identité de Bézout était valable dans Z[X], on trouverait donc g, h €
Z[X] tels que

20+ Xh=1

Le polynome X h n’a pas de coéfficient constant. Donc, sig =) a,X", avec
a, € Z, on aurait 2ag = 1, ce qui est absurde puisque 2 n’est pas inversible
dans Z.

Z[X] n’est donc pas un anneau principal. Mais il est factoriel, grace au
résultat suivant :

Théoréme 14.19. Soit A un anneau factoriel. Alors, l'anneau A[X] est
factoriel.

On admet ce résultat (attendre I’an prochain pour la démonstration). Par
récurrence, on en déduit :

Corollaire 14.20. Soit A un corps, ou un anneau principal, ou un an-
neau factoriel. Alors, pour tout entier n > 1, l'anneau A[X1, X, ..., X,] est
factoriel.

Exemples 14.21. (a) Soit A un anneau commutatif et integre. On peut
montrer que A[X] est principal si et seulement si A est un corps (auquel cas
A[X] est donc méme Euclidien). Ceci donne un autre exemple d'un anneau
factoriel qui n’est pas principal : K[X;, X3, pour tout corps commutatif K.

(b) Il existe des anneaux principaux qui ne sont pas Euclidiens. En fait,
on peut les trouver parmi les anneaux “arithmétiques” (i.e., ceux qui sont
des “extensions finies” de Z dans C, comme Z[v/—=5] ou Z[i]). Mais il n’est
pas facile de montrer que (1) un anneau donné n’est pas Euclidien (s’il est
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principal...), (2) un anneau donné est principal (s’il n’est pas Euclidien...).
Pour donner un exemple, ’anneau

1+ +v-19
2

est principal. Mais il n’est pas Euclidien. Voir I’an prochain (deuxieme
semestre).

| 4+ /=19
7 ]::{a+b+T|a,beZ}C(C

15 Le corps des fractions

On fixe un anneau commutatif et integre A. Rappelons la Proposition 12.8 :
pour a,z,y € A, avec a # 0, la relation za = ya implique x = y. Cette
observation sera utilisée par la suite.

On considere le produit cartésien
Ax (A -{0})
ainsi que la relation
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = cb
Lemme 15.1. ~ est une relation d’équivalence sur A x (A — {0}).
Démonstration.  (a,b) ~ (a,b) car ab = ab. Si (a,b) ~ (c,d), alors

(¢,d) ~ (a,b). Finalement, supposons que (a,b) ~ (c,d), et que (¢,d) ~
(e, f). On a donc

ad=cb et cf=ed
On en conclut que
daf = adf = cbf = cfb = edb = deb
(car A est commutatif), donc af = eb, donc (a,b) ~ (e, f). C.Q.F.D.
On définit 'ensemble Frac(A) comme étant le quotient de A x (A —{0})
par ~. La classe de (a,b) est notée %.
Lemme 15.2. (a) La loi interne de composition

a x ay + xb
_’_ H
by by

+: Frac(A) x Frac(A) — Frac(A) , (

est bien définie.
(b) La loi interne de composition

- Frac(A) x Frac(A) — Frac(A) , (%, f) — Z—x
Y Y

est bien définie.
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Démonstration.  (a) Supposons que § = §, et que £ = %, c’est-a-dire
Yy v
que ad = cb, et que xv = uy. Il faut montrer que
ay +xb  cv+ud
by  dv
c’est-a-dire que (ay + zb)dv = (cv + ud)by :
(ay + xb)dv = adyv + zvbd = cbyv + uybd = (cv + ud)by

(b) Pareil, mais plus simple. C.Q.F.D.

Proposition 15.3. Le triplet (FracA,+,-) est un corps commutatif.

Démonstration.  Les lois d’associativité, de distributivité et de commu-
tativité sont vérifiées parce qu’elles valent dans A. Exemple :

a C e _ace_ace_ace_ ac &
ECﬁ)‘ZJ‘Eﬁ‘@}‘(Eﬂ}

0 ) 7 _
Le neutre pour + est 7. L’opposé de § est =% car

a —a_O

0
VY TR
Le neutre pour - est % Le triplet (FracA,+,-)
tatif.
En fait, c’est un corps : 1 # 9 car 1 # 0 (A est integre !), et tout ¢ # 9
admet un inverse : car a # 0, et

gb_ab_l

ba ab 1

est donc un anneau commu-

C.Q.F.D.

Définition 15.4. Frac(A) := (FracA,+,-) est appelé le corps des frac-
tions de 'anneau commutatif et integre A.

Exemple 15.5. Frac(Z) = Q.

Il y a une application ¢ : A — Frac(A) qui envoie a vers {. On voit

facilement que c’est un homomorphisme d’anneaux. Puisqu’il est injectif,
c’est un monomorphisme :

t: A~ Frac(A)

Via ¢, on identifie A & un sous-anneau de Frac(A). Donc : tout anneau com-
mutatif et intégre est contenu dans un corps commutatif. En plus, Frac(A)
est le plus petit corps contenant A :
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Théoréme 15.6 (Propriété universelle du corps des fractions).
Soient K un corps (non nécessairement commutatif ), et

a:A— K
un monomorphisme d’anneaux. Alors, il existe une unique application
B: Frac(A) — K
telle que av = (8 - 1, et qui soit multiplicative :
Vz,y € Frac(4) , B(zy) = B(x)B(y)

£ est méme un monomorphisme d’anneau.

Démonstration. 1l existe au plus une extension multiplicative S de a a
Frac(A) : pour § € Frac(A), on a

a al _
6 = IE = L(G)L(b) 1
donc
gb(b) = (a)
[ doit respecter cette relation :
B(3)B00) = B(a)

autrement dit,

Pour voir que f existe, il faut montrer que cette derniere formule donne une
application

qui est bien définie. En fait, si ¢ =

Frac(A) — K
b= @
Donc,

alors ad = ¢b, donc a(ad) = a(ch).

a(bd)a(a)a(b) ™ = a(bda)a(b) ™' = aladb)a(b) ™
(car A est commutatif) est égal a
a(ad)a(b)a(b) ™ = alad) = a(ch) = alcbd)a(d) ™! = a(bd)a(c)a(d)™
Au total,
a(bd)o(a)a(b) ™ = a(bd)a(c)a(d)™"
et donc, a(a)a(b)™! = a(c)a(d)™.

Des calculs similaires montrent que 8 est multiplicatif, et additif.
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B : Frac(A) — K envoie 1 = 1 vers 1. Donc, c’est un homomorphisme

d’anneaux entre deux corps. Mais un tel homomorphisme est toujours in-
jectif : son noyau est un idéal de la source, donc soit {0}, soit tout le corps
(Exemple 13.8 (c)). Mais il envoie 1 vers 1 # 0, donc 1 n’appartient pas au
noyaul. C.Q.F.D.

Corollaire 15.7. Soit A un corps commutatif. Alors,

Frac(A) = A
Démonstration.  D’apres la propriété universelle de Frac(A), I'identité
A — A se prolonge vers un monomorphisme Frac(A) — A. C.Q.F.D.
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