
Proessus Aléatoires

MA 202

Corretion de la PC2

Exerie 1. Remarquons tout d'abord que omme les variables aléatoires Xt, Yt et Zt s'érivent

omme image par une fontion ontinue de la variable aléatoire (t,Nt), qui est Ft-mesurable, elle sont

elles-mêmes Ft-mesurable. Les proessus X, Y et Z sont don adaptés pour la �ltration (Ft, t ≥ 0). De
plus, les variables aléatoires Xt, Yt et Zt sont lairement intégrables.

Nous utiliserons également les résultats suivants, failes à montrer et vus en MA 101 : si U suit une

loi de Poisson de paramètre θ, i.e. pour tout n ∈ N, P(U = n) =
θn

n!
e−θ, alors,

� E[U ] = θ ;
� Var(U) = θ ;
� pour u ∈ [0, 1], E[uU ] = e−θ(1−u).

Nous rappellons en�n qu'à t �xé, Nt suit une loi de Poisson de paramètre λ.

1. Pour 0 ≤ s ≤ t,

E[Nt − Ns|Fs] = E[Nt − Ns] = E[Nt−s] = λ(t − s),

don

E[Xt|Fs] = E[Nt − Ns|Fs] + E[Ns|Fs] − λt = λ(t − s) + Ns − λt = Xs,

e qui prouve que (Xt, t ≥ 0) est une martingale pour la �ltration (Ft, t ≥ 0).

2. Pour 0 ≤ s ≤ t,

E[(Xt − Xs)
2|Fs] = E[(Xt − Xs)

2] = λ(t − s),

en utilisant que Xt − Xs est indépendant de la tribu Fs, et que Xt − Xs est entrée de variane

λ(t − s).

D'autre part,

E[(Xt − Xs)
2|Fs] = E[X2

t − 2Xs(Xt − Xs) − X2
s |Fs]

= E[X2
t |Fs] − 2XsE[Xt − Xs|Fs] − X2

s

= E[X2
t |Fs] − 2XsE[Xt − Xs] − X2

s

= E[X2
t |Fs] − X2

s

en utilisant que Xt − Xs est indépendant de la tribu Fs, et que Xt − Xs est entrée.

Don E[Yt|Fs] = X2
s − λs = Ys, e qui prouve que (Yt, t ≥ 0) est une martingale pour la �ltration

(Ft, t ≥ 0).

3. Pour 0 ≤ s ≤ t,

E[uNt |Fs] = uNsE[uNt−Ns |Fs] = uNsE[uNt−s ] = uNse−λ(t−s)(1−u).

On onlut alors que E[Zt|Fs] = Zs, et don que (Zt, t ≥ 0) est une martingale pour la �ltration

(Ft, t ≥ 0).

Exerie 2.

1. N (1) + N (2) est un PAIS, omme somme de PAIS indépendants. C'est en outre un proessus de

omptage, ar p.s. N (1) et N (2) n'ont auun saut ommun. Don 'est un proessus de Poisson.

Pour trouver l'intensité, il su�t de trouver la loi du premier temps de saut, qui est l'in�mum de

deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de paramètres λ1 et λ2, don une variable

aléatoire exponentielle de paramètre λ1+λ2. N
(1)+N (2) est don un proessus de Poisson d'intensité

λ1 + λ2.



2. C'est lairement un proessus de omptage, et un PAIS. Son intensité est le paramètre de la variable

aléatoire exponentielle

inf {t ≥ 0, Nα
t = 1} = inf {t ≥ 0, Nαt = 1} =

1

α
inf {u ≥ 0, Nu = 1} ,

qui est une variable aléatoire de paramète αλ.

Exerie 3.

1. La probabilité demandée est P[Yt ≥ u;Xt ≥ s;Nt = n] pour u ∈ [0, t], s ≥ 0 et n ∈ N : on remarque

que

P[Yt ≥ u;Xt ≥ s;Nt = n] = P[Nt+s − Nt = 0;Nt − Nt−u = 0;Nt−u = n].

Or le proessus (Nt, t ≥ 0) est à aroissements indépendants stationnaires don

P[Nt+u − Nt = 0;Nt − Nt−s = 0;Nt−s = n] = P[Ns = 0]P[Nu = 0]P[Nt−u = n].

On rappelle que Ns suit une loi de Poisson de paramètre λs. Ainsi,

P[Yt ≥ u;Xt ≥ s;Nt = n] = e−λ(s+u)e−λ(t−u) (λ(t − u))n

n!
.

En e�etuant la somme de es probabilités pour n ∈ N, on en déduit que

P[Yt ≥ u;Xt ≥ s] = e−λ(s+u).

Ainsi, Xt et Yt sont indépendantes, Xt suit une loi exponentielle de paramètre λ et Yt suit une loi

telle que P[Yt ≥ u] = e−λu pour tout u ∈ [0, t] et P[Yt ≥ u] = 0 si u > t.

2. En partiulier, E[Xt] = 1/λ et E[Yt] =

∫ t

0

P[Yt ≥ u]du =
1 − e−λt

λ
. Le temps de passage entre

deux bus suit une loi exponentielle de paramètre λ. Le temps moyen de passage est don de

1/λ < E(Xt + Yt) = (2 − e−λt)/λ.

Exerie 4. (St, t ≥ 0) est le proessus de Poisson omposé de loi de saut la loi de Y1 et d'intensité λ.

1. Remarquons que {Tn ≤ t} = {Nt ≥ n}. Par onséquent,

St =
∑

n≥1

Yn1{Nt≥n} =

Nt
∑

n=1

Yn = Y1 + Y2 + · · · + YNt
.

Notons ϕSt
et ϕY1

les fontions aratéristiques respetives de St et Y1. En partiulier, pour tout

u ∈ R,

E[eiuSt ] =

+∞
∑

n=0

E[eiuSt |Nt = n]P[Nt = n] =

+∞
∑

n=0

E[eiu(Y1+···+Yn)]e−λt (λt)n

n!
.

Comme les variables Y1, · · · , Yn sont i.i.d., on obtient

ϕSt
(u) =

+∞
∑

n=0

[ϕY1
(u)]ne−λt (λt)n

n!
= e−λt(1−ϕY1

(u)).

2. Lorsque Y1 suit une loi de Bernoulli de paramètre p, ϕY1
(u) = 1 − p + peiu pour tout u ∈ R. En

partiulier, le alul préédent nous donne ϕSt
(u) = e−λtp(1−eiu), 'est-à-dire que St suit une loi de

Poisson de paramètre λpt.

Plus généralement, notons (Un, n ≥ 1) la suite de variables exponentielles indépendantes de para-

mètre λ telle que (Nt, t ≥ 0) soit le proessus de omptage assoié à ette suite. On pose G0 = 0,
G1, G2, · · · les numéros suessifs des Yi égaux à 1 et Vn = UGn−1+1 + · · ·+ UGn

pour tout n ∈ N
∗.

On véri�e que la suite (Vn, n ≥ 1) est onstituée de v.a.i.i.d. de loi exponentielle de paramètre λp et



que (St, t ≥ 0) est le proessus de omptage assoié à ette suite. Par onséquent, (St, t ≥ 0) est un
proessus de Poisson de paramètre λp. De même, en remplaçant dans e qui préède Yi par (1−Yi),
on montre que (Nt−St, t ≥ 0) est le proessus de omptage assoié aux Wn = UHn−1+1 + · · ·+UHn

où H0 = 0 et H1,H2, · · · sont les numéros suessifs des Yi égaux à 0. Ainsi, (Nt − St, t ≥ 0) est

aussi un proessus de Poisson de paramètre λ(1− p) . On montre en�n que les suites (Vn, n ≥ 1) et
(Wn, n ≥ 1) sont indépendantes don les deux proessus de omptage (St, t ≥ 0) et (Nt −St, t ≥ 0)
sont indépendants.

Autre méthode : (St, t ≥ 0) est lairement un proessus de omptage (roissant, à valeur entières

et ave des sauts de 1 uniquement) et 'est un PAIS : en e�et, si t1 < t2, St2 − St1 =
∑

Nt1
<i≤Nt2

Yi

est indépendant de la tribu engendrée par les St, 0 ≤ t ≤ t1 (inluse dans σ(Ns, Yi, 0 ≤ s ≤ t1, 1 ≤
i ≤ Nt1)). Par onséquent, (St, t ≥ 0) est une proessus de Poisson et puisque St suit une loi de

Poisson de paramètre λpt, on en déduit que l'intensité du proessus est λp. On proède de même

pour (Nt − St, t ≥ 0).

Exerie 5.

1. Soit n,m ≥ 0. On érit Sn+m = Sn +Rm,n ave Rm,n = Sn+m−Sn = Xn+1 + . . .+Xn+m si m ≥ 1
et R0,n = 0 p.s., indépendante de (X1, . . . ,Xn) don de Sn. De plus le veteur (Xn+1, . . . ,Xn+m)
a même loi que (X0, . . . ,Xm) don Rm,n a même loi que Sm.

2. Si 0 ≤ n ≤ n′, Sn′ − Sn = Rn′−n,n indépendante de Fn = σ(Xk, 0 ≤ k ≤ n). On en déduit

que les aroissements de (Sn)n∈N sont indépendants. De plus Sn′ − Sn a même loi que Sn′−n −
S0 = Sn′−n don les aroissements de (Sn)n∈N sont stationnaires. Sa moyenne est donnée par,

E(Sn) = nE(X1) = nm pour n ≥ 0� puisque S0 = 0 et (X1, . . . ,Xn) ont même loi. De plus,

si 0 ≤ n ≤ n′, Cov(Sn, Sn′) = Cov(Sn, Sn′ − Sn + Sn) = Var(Sn) = nVar(X1) = nσ2, puisque

(X1, . . . ,Xn) iid. On en déduit la fontion de ovariane de (Sn)n∈N : Cov(Sn, Sm) = min (n,m)σ2.

3. (Xn, n ≥ 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi intégrables. Par la loi

forte des grands nombres
Sn

n
−→

n→+∞
E(X1) = m p.s.

4. (Xn, n ≥ 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi de arré intégrables.

Par le théorème entral limite
√

n

(

Sn

n
− m

)

−→
n→+∞

N (0, σ2) en loi.

5. Soit 0 < t1 < t2 < tN , puisque (Sn)n∈N est un proessus à aroissements indépendants,

(B
(n)
t1

, B
(n)
t2

− B
(n)
t1

, . . . , B
(n)
tN

− B
(n)
tN−1

)

est un veteur de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes. Il su�t don d'étudier

la onvergene en loi de haune des variables. On pose t0 = 0. Pour 0 ≤ k ≤ N − 1, si n est

su�samment grand ⌊ntk+1⌋ − ⌊ntk⌋ > 0 et

B
(n)
tk+1

− B
(n)
tk

=

√

⌊ntk+1⌋ − ⌊ntk⌋
n

S⌊ntk+1⌋ − S⌊ntk+1⌋
√

⌊ntk+1⌋ − ⌊ntk⌋
L
=

√

⌊ntk+1⌋ − ⌊ntk⌋
n

S⌊ntk+1⌋−⌊ntk+1⌋
√

⌊ntk+1⌋ − ⌊ntk⌋
.

Or d'après 4., puisque m = 0 et σ2 = 1,
S⌊ntk+1⌋−⌊ntk+1⌋

√

⌊ntk+1⌋ − ⌊ntk⌋
−→

n→+∞
N (0, 1) en loi. On en déduit que

B
(n)
tk+1

− B
(n)
tk

−→
n→+∞

N (0, tk+1 − tk) en loi.

Le veteur (B
(n)
t1

, B
(n)
t2

− B
(n)
t1

, . . . , B
(n)
tN

− B
(n)
tN−1

) onverge don en loi vers un veteur gaussien

entré de matrie de ovariane ∆ = diag(t1, t2 − t1, . . . , tN − tN−1). Soit (Bt)t≥0 un mouvement

Brownien. Par dé�nition (Bt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , BtN
− BtN−1

)
L
= N (0,∆). On peut don érire que

(B
(n)
t1

, B
(n)
t2

− B
(n)
t1

, . . . , B
(n)
tN

− B
(n)
tN−1

) −→
n→+∞

(Bt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , BtN
− BtN−1

) en loi.

On en déduit que

(B
(n)
t1

, B
(n)
t2

, . . . , B
(n)
tN

) −→
n→+∞

(Bt1 , Bt2 , . . . , BtN
) en loi.


