EXERCICES - INTEGRALES MULTIPLES : énoncé

INTEGRATIONS SUCCESSIVES

Exercice 1 - - L2/Math Spé - %
Soit D le domaine : D = {(z,y) € R?* 2 >0, y >0, z +y < 1}. Calculer [ [, f(z,y)dzdy
dans les cas suivants :

a) f(z,y) =2 +y° b) f(z,y) =zy(z +y).

Exercice 2 - - L2/Math Spé - %
Calculer 'intégrale double suivante [ [}, f(z,y)dzdy, avec

1. f(m,y):xetD:{(a:,y)eRz;yZO, r—y+1>0, x—|—2y—4§0}.
2. f(x,y):m+yetD:{(1:,y)€R2; 0<z<1; x2§y§m}.

3. f(x,y) = cos(zy) etD:{(m,y)ERQ; 1<z <2, Ogmygg}.

4. f(x,y):myetD:{(x,y)ERz; x>0, y>0, :vy—{—x—l—ygl.}.

5. f(x,y):ﬁetD:{(x,y)€R2;1<m<3, y>2,w+y<5}.

Exercice 3 - - L2/Math Spé - x
Soit D le domaine :

D:{(x,y)G]RQ; —1§$§1et$2§y§4—x3}.

Calculer laire de D.

Exercice 4 - - Deuziéme année - %x
On pose :
D:{(x,y)eRz; —1<2<1,0<y<l, x2+y221}.

Yy
Calculer /D m dl’dy

Exercice 5 - Dans ’espace - L2/Math Spé - x

On se propose de calculer
I:/// xdrdydz,
D

o D= {(z,y,2) €R% >0, y>0, 2>0, x+y+2<1}.Onnote T, l'intersection de D et
d’un plan P, de cote z.

1. Déterminer pour quelles valeurs de z ’ensemble T, est non-vide.

2. Pour une valeur de z fixée telle que T, est non-vide, calculer

I = / xdzxdy.
(z,y)€T>

3. En déduire la valeur de I.
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4. Etudier lintersection D, de D et d'une droite d’équation X =z, Y =y ot (z,y) € R%
Retrouver la valeur de I.

Exercice 6 - Toujours ’espace! - Deuxiéme année - »x
Calculer [ [ [, f(x,y, z)dxdydz pour :

1. f(z,y,2) =cosz et D = {(z,y,2) € R® 2% +y? + 22 < 1}.
2. f(w,y,2) = 22— et D={(z,y,2) €R3 22 +y? <a’et 0< 2 <a}.

CHANGEMENTS DE VARIABLES

Exercice 7 - Coordonnées polaires - Deuzi¢me année - x

Calculer I'intégrale double
/ / = dxd
- dx
Al+a?+ 2

ol A={(r,y) €R% 0<2<1,0<y<1, 0<a?+y?<1}.
Exercice 8 - Coordonnées polaires toujours - Deuziéme année - x
Soit D = {(z,y) € R?; 2? +y* — 22 < 0}.

1. Montrer que D est un disque.

2. Calculer // 2 + y2dxdy.
5 \ Y Y

Exercice 9 - Et encore... - Deuxiéme année - *

Calculer [ [, f(x,y)dxzdy dans les cas suivants :
_ry
z2 +y?
2. D={(z,y) €R% >0, 1 <2?+y? <2y} et f(x,y) = Va2 +y2

Exercice 10 - Changement de variables a suivre - Deuzi¢me année - xx
Calculer les intégrales doubles [ [, f(z,y)dzdy dans les cas suivants, en suivant le change-
ment de variables indiqué :
1. D= {(m,y) eR2 >0, y>0, 223 44?3 < 1} et f(z,y) = 2y. On posera x = r cos®
et y = rsin3 6.
2. D={(z,y) eER} 0<z <y, a<zy<b, y>?—2® <1} et f(z,y) = (y* — 22 (2? +y?).
On posera u = xy et v = y? — 22

1. D={(z,y) eR* >0, y >0, 1 <a?+y* <4} et f(z,y) =

Exercice 11 - Coordonnées elliptiques - Deuziéme année - %x
2
Soit D = {(m,y) eER% >0, y>0, ﬁ—; + g—g < 1}. Calculer l'intégrale :

J://[)(2x3—y)dxdy.
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Exercice 12 - Changement de variables dans ’espace - Math Spé - x**
Soit B la boule unité, et a > 1. Calculer :

/// N +dgjjdidzz —a)?’

GREEN-RIEMANN

Voir la feuille sur les intégrales curvilignes.

APPLICATIONS

Exercice 13 - Volume d’un ellipsoide - Deuziéme année - »x
Déterminer le volume intérieur a l’ellipsoide d’équation :

22 2 2
2

FtEtz=1

ou a, b et ¢ désignent trois réels strictement positifs.

Exercice 14 - Volume déterminé par une surface de I’espace - Deuxiéme année -
Soit @ un nombre tel que 0 < a < 1, et S l'ensemble des points de R de la forme
(ucost,usint,sint) pour t € [0,7], et a < u < 1.
1. Trouver une équation de S de la forme z = f(z,y), (x,y) € D.
2. Calculer le volume limité par S et le plan (xOy).

Exercice 15 - Un centre de gravité dans le plan - Deuzieme année - %
Calculer les coordonnées du centre de gravité du domaine :

2 2

D:{(my)€R2 x—+b2<1, xZOetyZO}.

Exercice 16 - Calcul d’une intégrale simple - Math Spé - xx

Hn(1
Soit I'intégrale [ :/ udm.
o 1422

1. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle | — 1, +o0], on a :

L 2d
ln(l—i—m):/o 1iiy

dxd
En déduire que I = // rarey dxdy, o D est le pavé [0,1]2.
(14 22)(1 + xy)

2. En intervertissant les roles de x et y, montrer que

of — // (z + y)dzdy .
(1+22)(1 + y?)

En déduire que I = ZIn 2.

T
8
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Exercice 17 - Centre de gravité d’une demi-boule - Deuziéme année - +xx
Déterminer le centre de gravité d’une demi-boule homogene.

Exercice 18 - Aire comprise entre deux hyperboles - Math Spé - xx*
Calculer 'aire du compact D du quart de plan R™ x R™ délimité par les droites d’équation
y=axety= %:r, et par les hyperboles d’équation y = % ety = é.

Exercice 19 - Calcul d’une intégrale impropre - L2/Math Spé - %%
On se propose dans cet exercice de calculer fjooj e~ dx.
1. Justifier la convergence de cette intégrale.

2. Soit a > 0. On note K, le carré de centre O de coté 2a et C, le disque de centre O et de
rayon a. On définit une fonction f sur R? par

2

fa,y) =0

Justifier que

/ f(ﬂﬂ,y)dﬂfdyﬁ/ f(x,y)dwdyé/ f(z,y)dxdy.
Ca Ka Cos

av/'2

3. En effectuant un changement de variables en coordonnées polaires, calculer
/ f(z,y)dzdy.
Ca

4. Déduire des questions précédentes la valeur de fjo? e~ dz.
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